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1965 Æ L.A. Zadeh 首先 引入 了 不 分 明 集 , 在 此 基础 上 1968 
fE C.L. Chang 提出 了 Fuzzy 拓扑 空间 概念 的 第 一 篇 论文 , 展开 了 
对 Fuzzy 拓扑 学 ( 即 不 分 明 拓 扑 学 ) 的 研究 。 其 后 的 二 十 年 间 , 经 
过 C.K.Wong, R. Lowen, R. H. Warren, R. Hutton 以 及 我 国 BJ 38 
保 明 、 刘 应 明 、 王 国 俊 等 海内 外 学 人 的 共同 努力 , 分 别 讨论 了 
Fuzzy 拓扑 学 的 各 个 专题 , 使 Fuzzy 拓扑 学 从 起 初 的 模仿 性 研究 走 
上 了 创新 的 道路 。 层 次 结构 的 特点 使 它 具 有 了 不 同 于 一 般 拓 扑 学 
的 特有 风格 , 与 完备 格 代 数 结构 的 紧密 联系 又 赋予 了 它 以 新 的 生 

命 力 。 它 从 幼稚 变 得 成 熟 , 从 肤浅 走向 深度 。 作为 一 门 独立 的 学 

科 , 可 以 说 它 已 经 是 根深 叶 茂 了 。 

然而 , 在 上 述 学 者 的 论文 中 , 一 个 Fuzzy 拓扑 空间 都 被 定义 为 
对 于 有 限 交 和 任意 并 运算 封闭 的 不 分 明 集 族 。 不 难看 出 , 他 们 还 
都 是 以 传统 的 方式 来 研究 不 分 明 专题 的 。 一 个 新 奇 的 方法 是 使 用 
不 分 明 化 的 方法 , 更 确切 地 说 , 是 用 不 分 明 逻 辑 的 语义 方法 来 讨论 

不 分 明 拓扑 。 不 分 明 化 拓扑 便 是 近年 来 在 此 基础 上 发 展 起 来 的 一 

个 新 的 研究 领域 。 - 

集合 是 现代 数学 的 基本 概念 , 点 集 拓扑 把 几何 图 形 看 作 点 的 
集合 , 再 把 集合 看 作 一 个 用 某 规律 连结 其 中 元 素 的 空间 。 不 分 明 
集合 一 提出 , “不 分 明 ” 观 念 也 渗透 到 许多 数学 分 支 。 不 分 明 拓 扑 
便 是 经 典 点 集 拓 扑 向 不 分 明 集 范畴 移植 的 结果 , 不 分 明 拓 扑 在 国 ` 
内 有 众多 的 研究 者 , 发 展 很 快 。 其 他 还 有 不 分 明 线 性 空间 , 不 分 明 
ЖЩ, ЛО, 不 分 明 控制 等 等 , 不 一 而 足 。 

集合 论 可 看 作为 数理 逻辑 的 一 个 分 支 , 也 是 一 门 现代 数学 , 是 
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各 个 数学 分 支 的 共同 语言 和 基础 。 数理 逻辑 是 研究 推理 逻辑 的 ， 
采用 数学 符号 化 的 方法 给 出 推理 规则 来 建立 推理 体系 。 在 数理 逻 
辑 中 研究 的 主要 对 象 是 各 种 演算 。 演算 这 一 概念 包括 这 样 的 基本 
成 份 :此 演算 的 (形式 ) 语 言 , 此 演算 的 公理 、 推 理 规则 。 演算 的 这 
一 概念 容许 我 们 对 证 明 这 个 概念 给 出 严格 数学 定义 ， 并 获得 关于 
证 明 某 理论 的 这 个 或 那个 命题 的 不 可 能 性 的 精确 叙述 。 演 算 的 研 
究 组 成 了 数理 逻辑 的 语法 部 分 。 在 演算 中 证 明 的 (语法 ) 概 念 的 更 
深入 研究 形成 了 数理 逻辑 的 一 个 独立 分 支 , 通常 称 为 证 明 论 。 与 
演算 的 语法 研究 的 同时 ， 还 有 数理 逻辑 的 形式 语言 的 语义 研究 。 
语义 的 基本 概念 是 一 个 形式 语言 的 表达 式 ( 公 式 、 矢 列 等 等 ) 的 真 
性 这 一 概念 。 语 义 概念 也 得 到 了 精确 的 数学 定义 ， 它 使 得 有 可 能 
对 各 种 真性 概念 作出 系统 的 严格 的 研究 。 谓词 演算 语言 的 传统 的 
语义 组 成 了 数理 逻辑 的 一 个 很 丰富 的 分 支 。 演算 使 得 数学 和 其 他 
科学 的 很 多 部 分 能 够 形式 化 。 上 面 提 到 的 命题 演算 和 谓词 演算 是 
有 关 正 确 推 理 规律 最 古老 的 科学 逻辑 的 形式 化 。 这 些 形式 化 的 创 
立 和 研究 在 逻辑 作为 一 门 科学 的 发 展 中 是 一 个 重要 的 阶段 。 正 是 
集合 理论 形式 刻 划 的 可 能 性 对 数学 显得 特别 重要 。 形式 刻 划 “ 素 
扑 " 集 论 的 基本 结构 的 演算 原来 是 如 此 的 丰富 ， 以 致使 得 出 现在 现 
实数 学 实践 中 的 任意 集 论 的 论证 都 可 在 这 个 演算 中 形式 地 重新 构 
造 出 。 经 典 逻辑 称 为 二 值 逻 辑 。 取 不 分 明 命 题 的 真 值 为 [0, 1] 中 
的 数 的 不 分 明 逻 辑 称 为 连续 值 逻 辑 。 基 于 连续 值 逻 辑 上 的 拓扑 便 
称 为 不 分 明 化 拓扑 。 不 分 明 化 拓扑 是 用 对 于 不 分 明 谓 词 所 规定 的 
逻辑 演算 来 构造 点 集 拓扑 中 集 论 的 论证 。 这 些 逻 辑 演算 的 基本 公 
式 我 们 将 在 第 零 章 :不 分 明 逻 辑 中 予以 介绍 。 

不 分 明 化 拓扑 的 成 果 属 于 我 国 数学 家 应 明生 和 沈 继 忠 等 人 ， 
不 分 明 化 拓扑 学 也 是 数学 领域 中 的 一 个 年 轻 的 分 支 。 应 明生 于 
1991 年 发 表 在 (Fuzzy Sets and System) 的 第 一 篇 论文 “A new ap- 
proach for fuzzy topology” 开 创 了 不 分 明 拓 扑 的 一 个 新 的 方向 。 其 
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后 ,应 明生 、 沈 继 忠 的 多 篇 论文 在 逻辑 的 语义 的 框架 下 分 别 深入 地 
讨论 了 紧 性 \ 分 离 性 、 连 通 性 ,一 致 性 \ 仿 紧 性 、 拓 扑 群 等 拓扑 学 中 
的 重要 内 容 。 作 者 也 用 逻辑 的 语义 的 方法 刻 划 了 拓扑 学 中 半 开 
РЕЖ, 6 一 闭 包 .S 一 紧 性 `S 一 闭 性 `S 一 分 离 性 等 内 容 。 尽 
管 不 分 明 化 拓扑 的 研究 方兴未艾 ,但 短 短 的 五 、 六 年 间 , 不 分 明 化 
拓扑 已 形成 了 较 完整 的 体系 。 能 较 系统 地 介绍 不 分 明 拓扑 学 中 这 
样 一 个 新 的 方向 一 一 不 分 明 化 拓扑 是 作者 的 心愿 。 但 以 作者 的 水 
平 而 论 , 实 不 敢 担 当 撰 写 第 一 本 介绍 不 分 明 化 拓扑 的 专著 。 几 经 
犹 殉 , 终 下 定 决心 写 出 了 这 本 小 册子 。 本 书 的 内 容 是 参照 应 明生 、 
沈 继 忠 等 人 发 表 在 国内 外 的 不 分 明 化 拓扑 学 的 学 术 论 文 (本 书 直 
接 引 用 了 他 们 公开 发 表 的 许多 重要 成 果 ) 及 作者 本 人 的 某 些 研究 
成 果 综合 而 成 的 , 疏漏 之 处 一 定 不 在 少数 , 所 以 作者 恳切 希望 各 位 
学 者 多 多 赐教 , 特别 是 本 书 介绍 的 理论 有 许多 都 正在 发 展 之 中 。 
作者 非常 希望 本 书 能 起 到 抛砖引玉 的 作用 , 以 期 在 近年 内 能 见 到 
更 好 的 专著 出 版 。 

我 们 在 上 面谈 到 , 不 分 明 化 拓扑 是 用 逻辑 的 语义 的 方法 来 讨 
论 不 分 明 拓扑 , 是 不 分 明 拓 扑 的 一 个 新 的 方向 。 同 时 也 谈 到 出 现 
在 现实 数学 实践 中 的 任意 集 论 的 论证 都 可 在 逻辑 的 演算 中 形式 地 
重新 构造 出 来 。 因 此 , 逻辑 的 语义 的 方法 也 适用 于 其 他 一 些 不 分 
明 数 学 分 支 的 讨论 。 比 如 应 用 于 不 分 明 群 的 讨论 中 便 产 生 了 不 分 
明 化 群 的 理论 (我 们 也 做 为 附录 安排 在 书 末 )。 我 们 相信 , 这 一 理 
论 将 在 现代 数学 领域 中 产生 较 大 的 影响 。 我 们 期 待 着 更 多 的 关于 
不 分 明 化 理论 的 数学 论文 和 专著 问世 。 

大 连 市 学 术 专著 资助 出 版 评审 委员 会 对 本 书 给 予 了 肯定 并 列 
人 大 连 市 (1998 年 上 半年 ) 优 秀 学 术 专 著 给 予 出 版 资助 。 本 书 的 
出 版 同时 也 得 到 了 大 连 大 学 的 资助 , 在 此 作者 表示 衷心 的 感谢 ! 
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第 零 章 不 分 明 逻 辑 
$1 预备 知识 


在 介绍 不 分 明 逻 辑 之 前 ， 首先 回顾 一 下 普通 逻辑 中 关于 命题 
及 其 逻辑 演算 的 基本 知识 。 | 
意义 明确 且 能 判断 其 真 假 的 陈述 向 叫做 命题 , 常用 大 写字 母 
P,Q, R,S 等 表示 , 如 了 P: 张 君 是 大 学 生 , 就 是 个 命题 。 
设 所 为 一 些 命题 的 集合 , 作 映 身 


Т:%10,11, P>T(P)= 


Ж ТОР) Мй P 的 真 值 。 

考虑 这 样 一 个 陈述 句 :“x 是 大 学 生 ”。 由 于 x 是 变 元 , 无 法 
判定 其 真 假 , 它 不 是 个 命题 ;如 果 将 某 一 个 具体 对 象 ro ЖР г, В 
么 “zo 是 大 学 生 " 便 是 个 命题 。 这 种 陈述 名 叫做 谓词 ,zx 称 为 个 体 
变 元 , 它 是 句子 的 主语 “是 大 学 生 "是 谓语 , 可 用 符号 H) KE 
R х 是 大 学 生 。 

谓词 可 视 为 一 个 命题 函数 : 

H: X>-4, 20 = Н( хо) 

Жр X R 0 它 是 个 体 变 元 的 变化 范围 , 通常 我 
s аы 

=|z=€ XIT(H(z))=1! 
~ H* EXX), REA H” 为 谓词 H ваш, 
УТЕ H* 仍 记 为 H. 

同 理 , 陈述 名 “xz 与 y 谈话 "也 是 一 个 谓词 , 它 的 个 体 变 元 ( 即 

Е P. 


"РЕ 
О, РЕ 


主语 ) 是 z fly, 谓语 是 “谈话 ”, 可 用 符号 R(z,y) 来 表示 , 称 之 为 

二 元 谓词 , 它 的 集合 表示 是 一 个 二 元 关系 : 
R:=1{(z,y)EXXYIT(R(z;Y))=1| 

显然 R€ % Xx Y), хи X. Y 均 为 论 域 。 

类 似 地 还 有 三 元 谓词 , 四 元 谓词 等 。 

设 双 为 一 些 命题 组 成 的 集合 , 在 & 中 规定 逻辑 演算 : 非 运算 ， 
记 为 4 ;或 运算 , 记 为 V ; 且 运 算 , 记 为 人 ;蕴涵 运算 , 记 为 一 ;等 价 
运算 , 记 为 ~“; 除了 1 为 一 元 运算 外 ,其它 四 种 均 为 二 元 运算 : 

(1)- w=, PHa PP, 其 真 值 表达 式 为 

Та P):=1- T(P) 

(2) V :Vx 2+, (Р, 9) РУО, AÉ 

Т(РУО): = T(P)V T(Q) 
(3)A : UX Y=, (P, Q> P A Q, АН 
T(PAQ):=T(P)A T(Q) 

这 三 个 运算 的 演算 法 则 可 由 下 面 的 真 值 表 1 和 表 2 唯一 确 
定 。 

表 1 RER 表 2 ИЖ 

一 一 一 一 


P -Р 


0 1 


此 外 , 不 难 验 证 (% V, Л, ) 构 成 一 个 布尔 代数 。 
(4) 一 :4%xq%h>4% (P, О) РО, ЕР ШО”, RAE 
表 见 表 3。 注 意 , 真 值 表 相 同 的 命题 被 看 作 相 等 的 命题 。 从 表 3 
可 以 看 出 : 
一 一 2 一 一 


Р=О=- РУО = ӯ PV(PAQ) 
(5) =>: UX 4+, (Р, С) > P< Q, ВИЕ" P 等 价 于 Q", НЕ 
值 表 见 表 4, 从 该 表 可 以 看 出 : 
PQ =(P—Q)A(Q—P) 
= (4 РУО) Л(ч QV P) 
R3 RER 


=РУ(РЛО) 


表 4 АНЯ 
P | Q | PQ | P>Q | Q>P (P>=-Q)A(Q—P) 


如 同上 述 命题 逻辑 演算 一 样 , 亦 可 规定 谓词 的 逻辑 演算 = ， 
V,A 人 ,一 。 当 它们 的 个 体 变 元 取 定 值 时 , 就 变 成 命题 的 逻辑 演 
算 。 谓 词 可 由 集合 来 表示 , 谓词 的 逻辑 演算 V, Л, 与 集合 运算 
U, N, ~X. HEA, Н(х) Л Р(х) УЖ Ф@НГР,Н(х)\у/ 
R(xz, yy) 对 应 集合 ( 玉 X Y)UR, a $(х, у) А R(y, =), 对 应 集合 
(0—5) х2) П(ХХ R). 

下 面 介绍 命题 公式 与 谓词 公式 。 


741，V, 人 ,一 ,个 这 些 逻 辑 演 算 称 为 联结 词 。 不 包含 任何 联结 
词 的 命题 叫做 原子 命题 , 至 少 包含 一 个 联结 词 的 命题 称 为 复合 命 
题 。 

设 已 和 Q 是 任意 两 个 命题 , 则 Р, PV Q, (PV Q)V (P— 
Q), P>(QV1 也 ) 等 都 是 复合 命题 。 

若 已 和 Q 都 是 命题 变 元 , 则 上 述 各 式 均 称 作 命题 公式 , P 和 
Q 叫做 命题 公式 的 分 量 。 

命题 公式 是 没有 真 假 值 的 ,只 有 当 一 个 命题 公式 中 的 命题 变 
元 用 确定 的 命题 代入 时 , 才 得 到 一 个 命题 。 这 个 命题 的 真 值 依 赖 
于 代 换 变 元 的 那些 命题 的 真 值 。 

此 外 , 并 不 是 由 命题 变 元 , 联结 词 和 一 些 括号 组 成 的 字符 串 都 
能 成 为 命题 公式 。 下 面 是 命题 演算 的 合式 公式 的 递归 定义 : 

(1) 单 个 命题 变 元 本 身 ( 即 原子 命题 ) 是 一 个 合式 公式 ; 

(2) 如 果 P 是 合式 公式 , ВАЗ P 也 是 合式 公式 ; 

GWR P M 是 合式 公式 ,那么 PAQ,PVQ,P™Q,P~ 
Q 都 是 合式 公式 ; 

(4) 当 且 仅 当 能 够 有 限 次 使 用 上 述 (1),(2), (3) 所 得 到 的 包含 
命题 变 元 、 联 结 词 和 括号 的 符号 串 是 合式 公式 。 

由 原子 命题 Pi, Р, …, Р, 生成 的 合式 可 记 作 FF(Pi, Ps,…， 
P,), 其 中 P, 是 命题 变 元 (i =1,2…, я) 

谓词 不 同 于 命题 在 于 谓词 有 个 体 变 无 z, y,…。 在 介绍 谓词 
公式 之 前 , 先 介 绍 两 种 量词 ,它们 是 对 个 体 变 元 的 约束 : 

(1) 全 称 量词 V : У x( 对 所 有 的 x); 

(2) 存 在 量词 3 : d x( 存 在 一 个 x)。 

我 们 来 看 几 个 例子 : 

ONE Р(х, у) kR" z Бу ERAP”, WY +) P(z, уж 
“对 任意 z,z Бу 有 关系 P”, 即 “所 有 的 xz 都 与 y 有 关系 P”, 这 里 
х 是 约束 变 元 , y 是 自由 变 元 ; 只 要 对 自由 变 元 取 一 固定 值 yo, 那 
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么 (Vx)P(z, yo) 就 是 一 个 命题 , 即 “ 所 有 的 > 都 与 y 有 关系 
Р”, 

(2) 设 P(z) 表 示 “z 是 人 ”, Flr, y) 表 示 “xz Жу Ш”, М 
(х,у) “т 是 y 的 母亲 ”, 那么 谓词 “z Жу 的 外 祖父 "可 表示 
为 

(3=)(Р(=) Л F(xz,z)AM(z, у)) 
其 中 z 是 约束 变 元 , z, y 是 自由 变 元 ; 只 要 取 定 х= хо у= у 上 
式 便 是 一 个 命题 , Вр“ то 是 yo 的 外 祖父 ”。 

(3) 假 设 M(xz) 表 示 “z ÆA”, Alr) ER“ r 步行 ", B(x) 表 
Жж WATE, CRR" ПЖ”, Wir, у) Ж “> у", H 
(y) 表 示 “y 是 泉水 ”, 则 命题 “任何 人 , 如 果 他 步行 或 骑 自 行车 且 口 
A, 那么 他 一 定 饮 泉 水 ”, 可 用 如 下 的 谓词 公式 表示 : 

(Vzxz)((M(z=)A(A(x)V B(z=))A C(z))—( Зу)(НСу) 
A 丈 (z,y))) 因 为 , r, у 都 是 约束 变 元 , 故 以 上 谓词 公式 是 一 个 
命题 , 可 以 把 命题 视 为 不 具有 自由 变 元 的 谓词 。 

п 元 谓词 公式 P(xzi, z2，…, zx ) 称 为 原子 谓词 公式 , 如 果 它 
不 能 分 解 , 其 中 zu хо, ^^, z, 为 客体 变 元 , 因此 原子 谓词 公式 包 
括 下 述 形式 的 各 种 特例 , 如 : Q, Р(х), Р(х, y), PCCE), y), P 
(=, у, xz),P(a,y) 等 。 

下 面 给 出 谓词 演算 的 合式 公式 的 递归 定义 : 

(1) 原 子 谓词 公式 是 合式 公式 。 

《2) 若 已 是 合式 公式 , ШУ P 也 是 一 个 合式 公式 。 

GVE P RO 都 是 合式 公式 , 则 已 AQ,PVQ,P->~Q,PeQ 
都 是 合式 公式 。 

《4) 若 已 是 合式 公式 , z 是 已 中 出 现 的 任何 变 元 , 则 ( V >) P 
和 (3 了 z)P 都 是 合式 公式 。 

(5)! 只 有 经 过 有 限 次 地 使 用 规则 (1), (2), (3), (4) 所 得 到 的 公 
式 是 合式 公式 。 


谓词 合式 公式 简称 为 谓词 公式 。 

设 FO ро", р, НАЗ, ра, p2，…, р, 为 命题 变 元 ， 
F 的 真 值 T(F) 可 表示 为 一 个 布尔 函数 f(xz1, za э Ln) НИ, 
= T(p;) E10,11(7=1,2,…,n), 即 

/:10,1{"”—10,1} 
(z, `", z.) РРС о) 
如 果 对 于 V (zi, хо, r) E 10,117, BA 
filte to” ee, Ln) = fal Eis жэ, s £n) 

那么 相应 的 命题 公式 Fi(pis prs Pa) 8 Fal pi pz pn) 对 一 
切 变 元 (pi1, por ps ) 来 说 , 它们 的 真 值 相等 , 这 时 我 们 称 F. 
(фу, p2s Pa) 5 Fal Ppr potis p, ) 是 等 价 命题 ;等 价 命题 被 视 
为 同一 命题 , Е Е, (ра ро, Pa) = Ср ро» Ё„)о 

对 于 谓词 公式 , 当 取 定 个 体 变 元 后 , 它 对 应 一 个 布尔 函数 。 

设 ЕС ру, pot pp, ) 为 命题 公式 , pi, роо. р, 为 命题 变化 。 
若 将 命题 变 元 代入 任何 确定 的 命题 , 均 有 ТОР) =1, ШЖ Е 为 永 
真 式 ( 重 言 式 , 即 定 理 ); 若 将 命题 变 元 用 任何 确定 的 命题 取代 , 恒 
A TCE) =0, 则 称 F 为 永 假 式 (了 矛盾 式 )。 

永 真 式 对 应 的 布尔 函数 二 1, 永 假 式 对 应 的 布尔 函数 /三 0。 

Ў Е(Р (у y s Уж), > Pa (у Ур» > Ум )) ЯВИА 
R, P (ул, у, Ya) Pa (yr Yo ун) U Pa (yr Уз» s Ym) 
为 谓词 变 元 , у, y2，…, Ym 为 个 体 变 元 。 如 果 对 所 有 谓词 变 元 都 
取 确 定 的 谓词 , 且 对 所 有 个 体 变 元 都 代 以 确定 的 对 象 , 那么 就 叫做 
给 出 谓词 公式 的 一 次 指派 。 我 们 用 EE 表示 下 的 一 切 指派 所 组 成 
的 集合 。 

如 果 对 于 Е 中 的 一 切 指派 , 所 得 到 的 命题 都 真 , 则 称 F 是 永 
真 谓词 公式 (定理 ); 若 对 五 中 一 切 指派 , 所 得 到 的 命题 都 假 , 则 称 
下 是 永 假 谓词 公式 , 永 真 谓词 公式 F, 表示 为 上 FF。 

如 果 对 于 玉 有 一 个 子 集 E' 中 的 一 切 指派 , 所 得 到 的 命题 都 
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真 , 则 称 FF # E ЖИ (ВЕ E' 范 围 内 是 定理 ); 车 对 EE 中 的 一 
切 指派 , 所 得 命题 都 假 , 则 称 F 在 已" 中 永 假 。 
对 于 一 个 命题 ,有 许多 命题 可 以 与 之 等 价 , 我 们 希望 从 这 些 等 
价 的 命题 中 找 出 一 个 较 简 单 的 命题 , 这 就 是 命题 的 化 简 , 命题 范式 
是 命题 简化 中 的 一 种 标准 形式 。 
É F(A1, A2,…, A, ) 为 命题 公式 , 我 们 来 定 下 的 范式 与 主 范 
式 如 下 : 
| (1) 如 果 一 个 命题 公式 Q 与 FF 等 价 , H Q 且 有 形式 ; 


Q= Ü CÁP) 
其 中 Py 是 某 一 命题 变 元 As 或 其 否定 命题 2 1 An ИЖ Q ЖР й 
析 取 范式 ; 


(2) 如 果 一 个 命题 公式 Q 与 F 等 价 , B Q 具有 形式 : 
Q = A (VP) 
其 中 Py 是 某 一 命题 变 元 A 或 其 否定 命题 4 A 则 称 Q 为 F 的 
合 取 范式 ; | 

(3) 在 析 取 范式 中 , 称 Q, = 人 已 ;为 基本 积 ;在 某 基本 积 中 , 如 
果 每 一 变 元 А, 与 其 否定 Al 不 同时 存在 , 且 两 者 之 一 必 出 现 一 
次 且 仅 出 现 一 次 , 则 该 基本 积 被 称 为 极 小 项 。 一 个 只 含 极 小 项 的 
析 取 范式 叫做 主 析 取 范式 : 

(4) 在 合 取 范式 中 , 称 Q, = VP 为 基本 和 ;在 某 基本 和 中 ,如 
果 每 个 变 元 А, SREE A 不 同时 存在 , 且 两 者 之 一 必 出 现 一 
次 且 仅 出 现 一 次 ,那么 该 基本 和 就 叫做 极 大 项 。 一 个 只 含 极 大 项 
的 合 取 范式 称 为 主 合 取 范 式 。 

一 个 命题 的 主 析 取 范式 与 主 合 取 范式 是 唯一 存在 的 。 命 题 的 
化 简 就 是 要 将 命题 简化 为 主 析 取 范式 或 主 合 取 范 式 。 通 常 是 采用 
布尔 本 数 的 化 入 来 达到 命题 化 简 的 目的 。 事 实 上 , 任何 一 个 全 
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公式 F(A1, Аг, А) ТЖ 

/:10,1{”—>10,1] 

(лу, жэ, s Ep) ахыг) = ТОВ) 
注意 到 , zi = T(A;), 故 命 题 A, 对 应 f; (лу, хо, …， zn) 三 Xi; Ж 
外 , EER, 恒 假 式 分 别 对 应 fr(zi,z> t, л,)Е1 与 frl 22, 
…, ZX, )=0, 因此 ,0, 1, zi о, "``, z, 应 该 是 最 简单 的 布尔 函数 。 

对 照 命题 合式 公式 的 递归 定义 , 我 们 来 递归 定义 布尔 函数 : 

ВЕ 0,1119", 10,11” 到 10. 1 映射 全 体 的 一 个 子 集 

(一 个 函数 类 ), 若 满 足 : - 
(1)0,1, лї, 22, s 2, Є BE; (X E x; ЖЖ f, (>i, 22, 
у) = z, 它 对 应 命题 变 元 A;, 即 T(A;)= z;;0,1 分 别 对 应 永 

假 命题 与 永 真 命题 ,它们 表示 函数 felti до, U, z )==0, Р(х, 
Lass La l; 

(2) 如 果 fE ВЕ, Ач f=1- fE ВЕ 

(3) 如 果 f, gE ВЕ, ЖА fV g, f^ gE ВЕ; 

(4) ВЕ 是 满足 上 述 (1), (2)， (3) 的 最 小 类 ， 我 们 就 称 FE BE 
为 个 变 元 的 布尔 函数 。 i 

RA Зант, 不 难看 出 ， 布尔 函数 / 
(жа, zz,… zx) 的 主 析 取 范式 具有 形式 ::* i 

f= V CA =), 

这 里 z 和 = = л,=1- rpi T= T(AD OATI x, = 
(ч А,)), =1,2, -- 

布尔 函数 Aa x) 的 主 合 取 范式 具有 形式 ， 

f= CY =) 

其 中 ZE |z; z |. E= 1,2,5, no 

我 们 称 ть, zi (k = 1,2, +, п) ЖЗ, 称 字 的 基本 积 ть A ль, 
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Л Az НУР, 称 字 的 基本 和 ль, V ть V zi 为 于 句 ;这 里 тү 
€ Íz, Ta `, Zas Ti та» U Zylo 

下 面 是 化 简 布尔 函数 的 基本 步 又 : 

(1) 利 用 布尔 运算 , 先 将 布尔 函数 /写成 析 取 式 


f= VY (AP p € ть дох уль) ; 
(2) 删 去 z, 与 x 同时 出 现 的 项 (因为 z, Az, = 0); 


(3) 若 在 某 一 字 组 q; = À Эй 中 ， ть +j >; 均 不 存在 ， 则 将 qi 化 
为 . 

qi = д A1= q; A (z, V ть) 

“G Apa A Лр) V (z, À ba) À °: `A ba); 


(4) 若 在 某 -- FHA q, = ДА+, Е z, 出 现 不 止 一 次 (或 x, 出 
现 不 止 一 次 ), 则 利用 等 等 律 只 保留 一 个 zs( 或 只 保留 一 个 xz,); 
(5) 如 果 有 两 项 相同 ， 那么 利用 竹 等 律 只 保留 一 项 ， 这 样 便 最 
终 得 到 £ 的 主 析 取 范式 。 | 
全 于 主 合 取 范式 , н 可 以 这 样 求 出 : 先 求 出 2 了 的 主 析 取 范式 
я f= К) ( А?” 
таана 的 主 全 取 范式 
f=a Q = АСО =) 
我 们 来 看 一 个 具体 的 例子 : 设 S 是 命题 公 “(94 P>R)A(Q 
Р), ЖЕНА. Н, | 
$ = (1 P=R)A(Q= P) 
= (1 (9 P)VR)AG УР) Л (ч РУО) 
= (РУК) Л (1 ОУР)Л(1 РУС) ` 
让 Tis 22, T3 分 别 对 应 变 元 P.Q.R, 这 样 S 便 对 应 布尔 函数 : 
/ = (т V z3) A (zxz2V х1) A (zı V z2) 


= (у Л (Z; V ти) V (zs A (а V z)1))) A (zi V z2) 
= (х1 A z2) V (zi Azi) V (zs Л (z2) V (zs A z1) Л (zi 
V т») 
=(((z1 NTa) V zi V (zs Л хә) V (zs A zi) Ли) 
М(х A T2) V zi V (zs Л 2) V (zs Ли) À xo) 
= (у Az. Л) М (zA z1) V (z ЛА) 
V (Ла Az1) V (21 Л А 12) 
V (z1 Az2) V (zs ATA z2) V (zs À ту A zo) 
= (x3 Ло A x1) V (zi A z2) V (zs A zı Ло) 
=(z Az. A z1) V (zs A z1 Л z2) V (z1 Л z2) V (zs A 
жз)) 
= (хз A z2 Л) V (z A z1 Л ха) V (zi Лх A хз) V (z 
Лх Л хз) 
Алем нА Лау ан Аа) 
出 此 可 知 5 的 主 折 取 范式 为 | 
(aq РАЯОЛЮ)У(РЛОЛЮ)У(РЛОЛЛ R) 


$2 不 分 明 命 题 与 逻辑 演算 


我 们 来 考虑 这 样 的 陈述 句 :“ 李 者 是 年 轻 人 ”"。 因 为 “年轻 人 ” 
是 个 不 分 明 概念 , 故 该 陈述 句 " 李 莉 是 年 轻 人 "无 确切 的 真 假 而 言 ; 
然而 这 个 陈述 名 又 的 确 包 含 着 真 假 的 含义 , 这 样 的 陈述 名 而 做 不 
分 明 命题 , 它 的 真 假 值 应 取 [0, 1] 中 的 数 (这 实际 上 就 是 我 们 本 书 
所 涉及 的 连续 值 逻 辑 , 即 多 值 逻 辑 的 一 种 )。 
ATERT, 设 豆 为 一 些 不 分 明 命题 组 成 的 集合 。 作 映 
рн | 

T:%—>[0,1], А” Т(А) 

称 T(A ) 为 不 分 明 命题 A 的 真 值 。 


我 们 再 考虑 一 下 不 分 明 谓 说 , И ВО) т“ ЖЕ А”, 
那么 互 (X) 是 一 个 一 元 不 分 明 谓词 。 若 固定 z= zo 则 (хо) Ж 
个 不 分 明 命题 。 不 分 明 谓词 及 (xz) 可 用 一 个 不 分 明 集 ( 仍 用 上 玉 表 
ӨН, > Н 的 隶属 度 与 其 真 值 视 为 一 体 : un (x) = ТН 
(х), НЕ, Р(х, у) = “x 5 y 很 相像 "是 一 个 二 元 不 分 明 谓词 , Е 
可 用 一 个 二 元 不 分 明 关 系 R 来 表示 , 其 中 ulr у) = ТОЁ (x, 
y))o 

fE й Чї GE У ОТВ) AR: 

Т(чз А) =1- Т(А) 
T(AVB)= T(A)V T(B) 
T(AAB)= T(A)A Т(В) 

对 于 不 分 明 谓词 可 同样 规定 逻辑 演算 V, A ,+1 ,分 别 与 它们 
的 集合 表示 间 的 运算 门 , U, 一 相对 应 。 如 果 把 不 分 明 命题 看 作 不 
分 明 集 合 ,那么 不 分 明 命题 的 逻辑 演算 V, Л, 可 以 看 作 不 分 明 

RERAN. О, ~. EAX) НВО. ПУ, 还 可 以 定义 其 它 
广义 的 并 U “与 广义 的 交 门 "运算 , 与 此 对 应 在 不 分 明 逻 辑 中 也 可 
以 定义 广义 的 V“ 和 A 的 运算 。 常 见 的 有 

(1) 概 率 和 与 概率 积 : 

A +B:T(A +B):=T(A)+ Т(В) - T(A)T(B) 

А.В: Т(А:В): = ТА): T(B) 

(2) 有 界 和 与 有 界 积 

АФВ: Т(АФВ): = ши T(A)+ Т(В) 1! 

АбЭВ: Т(АбЭВ): = шах! Т(А) + ТОВ) -1,0] 

下 面 我 们 来 介绍 不 分 明 命题 公式 、 不 分 明 谓 词 公式 和 不 分 明 
逻辑 公式 。 

先 给 出 不 分 明 命题 公式 的 递归 定义 ; 

〈1) 原子 不 分 明 命题 是 合式 公式 ; 

(2) 若 À 是 不 分 明 命题 合式 公式 , 则 了 À 是 不 分 明 命题 合式 
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公式 ; 

(3)# A.B 是 不 分 明 命题 合式 公式 , 则 4V 瑟 ,4A 互 是 不 分 
明 命题 合式 公式 。 

(4) 当 且 仅 当 有 限 次 使 用 (1)、 о), (3) 求 得 的 公式 是 不 分 明 命 
题 合式 公式 。 

对 不 分 明 谓词 , 类似 地 有 

(1) 原 子 不 分 明 谓 词 是 合式 公式 ; 

(DE Alyo уз", y) 是 不 分 明 谓词 合式 公式 , Wa Абу, 
уз» s ym), 也 是 不 分 明 谓 词 合式 公式 ; 

(3) Ф А (у у", уы), BOn yo o yn) 是 不 分 明 谓词 合 
RAR, W A (у уь Ym) V B(y yz у) А (ур Уд» s 
Уһ) ЛВОу yz2，…, ym) 也 是 不 分 明 谓词 合式 公式 ; 

(4) 若 4(y у, yy) 是 不 分 明 谓 词 合 式 公 式 , 则 (VY А 
(у, yz U ут), (IPA Олт Yo > Yi) 也 是 不 分 明 谓词 合式 公 
式 ; 

(5) 当 且 仅 当 有 限 次 使 用 (1)、(2)、(3)、《4) 求 得 的 公式 是 不 分 
明 谓 词 合 式 公 式 。 

所 谓 不 分 明 逻 辑 公式 是 不 分 明 命 题 的 真 值 表达 式 , 它 是 布尔 
函数 的 推广 。 一 个 不 分 明 命题 可 表示 成 F(A1, Аз, An) 其 中 
A1, 有 A,,…, A 为 不 分 明 命 题 变 元 , 置 xz = T(Ai), 那么 命题 变 元 
A, 与 变 元 zx 相对 应 。 于 是 , 不 分 明 命 题 F 可 对 应 其 真 值 。 

TCF(A i, Åz А„)) = f(x1, да, U z.) 

f:[l0,1]">[0,1], (шу, жа» ,x1) Во) 

称 f 为 真 值 的 不 分 明 表 达 式 , 也 叫做 不 分 明 逻 辑 公式 ;下 面 是 其 
严格 的 递归 定义 : 

it РЕС[0, 171917, RIA | 

(1)0,1, лу, r>" z, © FE; х, ЖКЖ / (л, д, …， 


Ln) = х 它 对 应 命题 变 元 А,, В TCA) = z;;0,1 分 别 对 应 恒 假 、 
恒 真 命题 ， Е felti хо, "э ж„)#®®0, fr(z i, £2, Ly) 
=]; 

(2)# f€ ЕЕ, Му /=1-/ЄЕЕ; 

(3)# f, g€ ЕЕ, WJ £V g, fA g€ ЕЕ; 

(4) ЕЕ 是 满足 (1)、(2)、(3) 的 最 小 类 。 

Ж ГЄ FE п 元 真 值 不 分 明 表 达 式 或 叫做 2 元 不 分 明 逻 辑 
公式 ;简称 为 n Pú F А, 

一 个 布尔 函数 在 10,11! 中 取 值 , 表示 命题 所 涉及 的 概念 是 分 明 
的 ;一 个 不 分 明 逻 辑 公式 f(z1, ra, x, ) 在 [0, 1] 中 取 值 , 这 意 
味 着 所 涉及 的 概念 是 不 分 明 的 , 显然 Cto zx2，…, z.) ҖЕ 0 
或 1, 其 概念 越 分 明 。 为 了 比较 它们 的 分 明 程度 , 我 们 定义 一 个 二 
元 "分明" 关系 СЄ 5([0,1]2): 

(а, 5) Е ССВ аб) Ha >b>ER а<ь< 
Ж C 为 分 明 关系 , Ж aCh 为 a 分 明 于 0。 

在 [0,1]j” 中 定义 二 元 关系 CE 和 [0,1]”) 

(ал, an) Cbn ^^, БӘ аСЬ(ї=1,2,,п) 
称 (a1,…， an) TAF (bis 5,)。 

ВЕГА ЕВА ЖЕНА 上 具有 如 下 性 质 : 

Уа,5Є[0,1]",аСс=>/(а)С/(Ь) 

上 述 事实 说 明 , 不 分 明 逻 辑 公式 S PORE zs,…, ) 
的 赋值 越 分 明 , 则 /(х\, zz,…, zx, ) 的 取 值 越 分 明 , 对 应 到 不 分 明 
命题 公式 F(Ai\A,, ©, А„), PAEL, Аз,» A ) 的 真 值 
(ТКА), T(A,), ТОА), 即 (A1, А», ~, A ) 所 涉及 
的 概念 的 不 分 明 程度 越 小 , 那么 真 值 (下 ) 越 分 明 , 即 所 组 成 的 命 
R F(A1, А», >, 及, ) 的 不 分 明 程 度 越 小 , 这 是 符合 实际 的 。 

不 难看 到 , ЖАР АОН КЛ. та, x+2,…, xz,) 的 取 值 范围 


1 
2 


从 10,11” 扩 弃 到 [0, 11", ДРК Brie p" УЖЕ, 反 
过 来 , 将 一 个 不 分 明 逻 辑 公式 的 变 元 (zt zx2,…, z, ) 的 取 值 范围 
限制 在 10,11” 中 , 不 分 明 逻 辑 公式 便 晓 化 为 一 个 布尔 函数 , 即 若 
设 f€ FE 为 一 个 2 WF- 公式 , 限制 变 元 (zl хо, a) E 10, 
1}”, J Flza 2,)6 10,11. 

ТИАН ДНО, ATERKIA, 我 们 
把 变量 z, 及 z 叫做 字 , 把 字 的 析 取 式 V p, EP 叫做 子 句 ， 


字 的 合 取 式 人 p; 叫做 字 组 ; 往 下 , p 表示 字 , р 表示 字 组 , y 表示 


РАЈ, 
É gj(j=1,2,…, 区) 为 т 个 字 组 , 作 FF 一 公式 : 
S= Vy 
称 之 为 折 取 范式 。 
设 步 (j ==1,2,…, т) m 个 子 句 , 置 
/= A: 


该 fF 一 公式 叫做 合 取 范式 。 

车 /EFE, 即 /是 一 个 n 元 下 一 公式 且 f 关 0.1, 则 了 的 析 取 
范式 和 合 取 范式 都 存在 。 

上 面 的 事实 保证 了 不 分 明 逻 辑 的 折 取 范式 和 合 取 范式 的 存在 
性 。 


$3 不 分 明 逻 辑 公式 的 化 简 


两 个 不 分 明 命题 公式 等 价 当 且 仅 当 它 们 对 应 的 不 分 明 逻 辑 公 
式 等 价 。 因 而 可 以 通过 不 分 明 逻 辑 公式 的 化 简 来 进行 对 不 分 明 命 
题 公式 的 化 简 。 由 于 (FE, У, Л, ) 不 满足 补 余 律 , 故 它 不 是 布 
尔 代数 , 只 是 软 代数 , 因此 不 分 明 逻 辑 公式 化 简 问 题 与 布尔 函数 的 


化 简 有 较 大 的 差异 。 在 不 分 明 逻 辑 公式 化 简 问 题 的 研究 中 , 关于 
不 分 明 草 涵 关系 及 不 可 约 元 的 概念 是 非常 重要 的 。 

设 f. € FE 为 元 F 一 公式 , 如果 满足 条 件 : 

(У Caer a) 6 [0,1]" (Се x EF (zu, z,)) 
则 称 /不 分 明 蕴涵 六 , 记 为 /一 >f; f 叫做 斑 的 不 分 明 蕴涵 项 
(简称 为 5 一 蕴涵 项 ), 广 叫做 /的 不 分 明 涵 项 (简称 为 一 涵 项 )。 

如 果 /一 >/, 生存 在 (x1,…, 1.) © [0,1]”, 4 

Ихь зә ж„)< f (z жи) 
则 称 真 不 分 明理 涵 广 ;这 时 广 叫做 广 的 真 严 一 昔 函 项 , F m 8 f 
WA Е— ЛЛ 

下 面 的 几 个 性 质 是 明显 的 : 

A)r Уу, rhy z rAz Vy 

(2) 不 分 明 蕴 涵 关 系 一 > 满足 条 件 : 

4) 自 反 性 : уу; 

ЮЕ р В рро у: 

сн урн р Ер рр, 

DRE: y ro rv r= FSAAF= 太 

性 质 (2) 说 明 不 分 明 蕴涵 关系 一 > 是 FE 中 的 偏 序 , 并 且 格 
(ЕЕ, ->) 与 (FE, V, Л), 

о а ЧЕ 
关系 的 推广 。 在 二 值 逻辑 中 , 如 果 命 题 A 一 B 为 真 , 即 其 真 值 Т 
(A 一 B) =1, ЖАЖА В. АЖ АБА A, 
的 两 个 命题 公式 F(A1,…, A,) 与 F(A1,…, А„)ЖЇЙ, FARF 
指 的 是 对 一 切 命题 变 元 (A1,…, A,), 恒 有 T(F>F)=1。 设 / 


与 三 分 别 对 应 已 УЕ АК, РЕ 

V (An, A) ТЕРЕ) = Та ЕМЕ) =1 

- РУ (ть, z )C 10,11", #9 

[A fVf£=G0-pDV/£=1 

SV (21,77, 2,) Є 10,11", EE 

“Flts z.) 151-05 f (zi, z ,)= 1” 

У (хи, …, 2,) Є 10,11", EA 

Ко (аль ти) 

因此 在 二 值 逻 辑 中 , 称 命题 公式 已 草 涵 已 (或 称 它 们 对 应 的 
布尔 函数 ЗН Г) 4 НЧ 

У (21,77 £p) Е 10,11", (ель, z, S (xi, Ln) 

此 时 车 下 (A1,…,A,) 为 永 真 式 , М] Az z, )==1, 因此 了 
(mu, 2a )=1, M F (Apto, A,) 也 是 永 真 式 。 

不 分 明 逻 辑 公式 的 化 简 是 将 一 个 析 取 范式 化 简 为 一 个 唯一 确 
定 由 互 素 的 并 不 可 约 元 组 成 的 析 取 式 ( 即 主 析 取 范式 ), 或 将 一 个 
合 取 范式 化 简 为 一 个 唯一 确定 的 交 不 可 约 元 组 成 的 合 取 式 ( 即 主 
合 取 式 )。 为 此 , 我 们 先 介绍 字 组 的 并 可 约 元 和 并 不 可 约 元 , FA 
的 交 可 约 元 和 交 不 可 约 元 及 不 分 明 逻 辑 公式 的 互 素 概 念 。 

(1) 字 组 e 叫做 并 可 约 元 (或 叫做 析 取 可 约 元 ) 如 果 р 可 表 
示 为 

p= Ў (т >1) 


ЖН фу o ВАР (0 =1,2,…, т), 
字 组 ф 叫做 并 不 可 约 元 , 如 果 它 不 是 并 可 约 元 。 
(2) 子 句 y 叫做 交 可 约 元 (或 叫 合 取 可 约 元 ), ШЖ y 可 表示 
为 
g= Ägs (m>1) 


并 且 =й EAFAM 

若 少 非 交 可 约 元 , 则 称 y 为 交 不 可 约 元 。 

(3) 下 一 公式 f Mg 被 称 为 互 素 的 , 当 且 仅 当 /不 F 一 蕴涵 g 
( 记 为 /了 xg) 且 g ЖЕ ЕЕ. 

i f, zg 为 F 一 公式 ,下 列 条 件 是 等 价 的 : 

(f Уур 互 素 ; 

о) ру g 和 g — fV g Е РВ; 

(3)fAg 一 >f 和 /人 g р ЕНЕ. 

我 们 仅 就 (1) 名 (2) 加 以 说 明 。 事实 上 , f FNV g 和 g 一 >/ 
V g жанр C f2Z f V g Н вз У geg уву 
e f 5g 互 素 。 

对 于 字 组 p 是 并 不 可 约 元 及 子 句 y 是 交 不 约 元 分 别 有 下 述 
事实 : 
在 元 F 一 公式 所 形成 的 软 代数 中 , 字 组 p 是 并 不 约 元 当 且 
仅 当下 面 两 种 情况 之 一 成 立 : 

(1)g 不 含 任何 对 称 变量 (zj, r); 

(2)е 含 每 一 变量 且 至 少 含有 一 对 对 称 变量 (zj, т) 

FA y 是 交 不 可 约 元 , 当 且 仅 当下 面 两 种 情况 之 一 成 立 : 

(1)y 中 不 信任 何 对 称 变量 ; 

(2)y 含 每 一 变量 上 且 至 少 合 有 一 对 对 称 变量 (zi, ту) 

л 元 下 一 公式 的 析 取 范式 S= Vgy(m 之 1) 叫 做 主 析 取 范式 ， 
如 果 它 所 含 的 字 组 у 都 是 并 不 可 约 元 且 两 两 互 素 ; n 元 一 公式 
的 合 取 范式 /= Л pyi Сое ша ВОВ, 如 果 它 所 含 子 名 
p 都 是 交 不 可 约 元 且 两 两 互 素 。 


我 们 有 如 下 结构 : 


(n 元 天 一 公式 /的 主 析 取 范式 是 唯一 的 。 
(2) f Жп ЛЕ АЗАН f/ 关 0.1, 是 /的 主 析 取 范 式 是 存 
在 的 。 
(2) 实 际 上 给 出 了 化 简 不 分 明 化 逻辑 公式 的 一 种 方法 , 步骤 如 
下 : 
步骤 1: 利 用 软 代数 的 运算 规律 将 ”元 天 一 公式 f 写成 析 取 
范式 ; 
步骤 2:; 对 了 中 每 一 个 并 可 约 元 gp, 将 所 缺 变量 z 写成 zx V 
хь 与 9 合 取 得 g A (z, 人 zxi), 然 后 再 写成 析 取 范式 : 
З.Н, 最 终 得 到 的 表达 式 就 是 f 的 
主 析 取 范 式 。 
Я 化 简 下 面 的 三 元 F 一 公式 ;: 
f=(zA((yA(yVxzx))V(zAyA<xAz))) 
V(zAyA((yAzAzr)V 2z)) 
步骤 1: 将 三 写 成 析 取 范 式 : 
f =(zA((yAy)V(yAz)V(zAyA<xAz)) 
V(zAyAyA<xAz)V(zAyAz) 
=(zAyAxs)V(zAyAz)V(zAzAyAzAz) 
V(zAyAyA<xAz)V(zAyAz) 
РЁ 2: ТЕ h, 第 1 项 和 第 5 项 为 并 可 约 元 , + 


(zAyAy)=(zAyAy)A(rVzr) 
=(zAyAyAzxz)V(zAyAyAz) 
=(z“AyAyAxz)V(zAyAyAz) 

(zgzAyAz)=(zAyAz)A(zVz) 
=(zAyAzAzxz)V(zAyAzAz) 
=(z=AyAzAz)V(zAyAzAz) 

由 此 得 到 了 的 新 的 析 取 范式 : 


f=(zAyAyAz)V(ZzAyAyAz)V(zAyAz) 
V(zAzAyAzAz)V(z=AzAyAyAz) 
A(z=AyAzAz)V(zAyAzAz) 
步 又 3: 注 意 到 工人 AyAJAz C ZAyAzZEAyAz Az 
一 之 和 yAz, 删 去 Ay 人 yAz 和 ZA 人 yAz 人 z, 得 到 
f=(z=AyAyAzxz)V(zAyAzs)V(zAzAyAzAz) 
V(zAzAyAyAz)V(z=AyAzAz) 
这 就 是 了 的 主 析 取 范式 。 
OR /为 2 起 下 一 公式 且 f 关 0.1, 则 了 的 主 合 取 范式 存在 
且 唯 一 。 
(4) 若 FF 一 公式 "1 了 的 主 取 范 式 为 


к у= ЯСА а 
则 了 的 主 合 取 范 式 为 
m G Кыр 
f= АСУ ты) 


$4 RIAR Ея 


先 回顾 二 值 逻 辑 中 的 两 个 常用 的 推理 规则 。 

(1) 肯定 前 件 的 假 言 推理 ( 简 记 为 МР): WR Р ДО” H 
定理 且 前 件 PP 成 立 , 那么 后 件 Q 成 立 。 形 式 化 表达 式 为 

(MP): (P, P>Q)>Q 
真 值 表 达 式 为 
(T(P)=1, TP>Q)=1>T(Q)=1 

(2) 否 定 后 件 的 假 言 推理 ( 简 记 为 МТ): Ш Р ШО” 

定理 且 后 件 Q 不 成 立 ,那么 前 件 P 不 成 立 。 形 式 化 表达 式 为 
(МТ):(л Q, P>Q)>1 P 


其 真 值 表达 式 为 : 
(T(Q)=0, TP>Q)=1)>T(P)=0 
这 两 个 推理 规则 的 正确 性 可 用 布尔 函数 来 检验 : 置 p = T 
(Р), а= T(Q), 于 是 命题 公式 Р Q, 对 应 布尔 函数 : 
Ира) =я р\а=(1-р)Уа 
当 P> Q 是 定理 ( 即 永 真 式 ) 时 , 也 即 (1-p)V а=1, 显然 有 
(1)T(P)=p=1=>(1-1)Vg=1=T(Q)=gq=1 
(2)T(Q)=g=0=>(1- р) М0=15Т(Р) = р=0 
АНААН НЕГ ЯН, 可 将 上 述 推 
理 看 作 解 下 述 的 方程 : 
(1-р)Уа=х 
(1)( МР): & Я p= Т(Р) =1, = Т(Р-* 9) =1,Жа=тТ 
(ОН. 
(2)( МТ): ая у= Т(9)=0, „= T(P>Q)=1, RK p= T 
(Р). 
下 面 介绍 无 限 值 逻辑 的 演绎 推理 。 
推理 名 “者 PP 则 Q" 在 逻辑 的 演绎 推理 中 起 着 重要 作用 。 在 
二 值 逻 辑 P> Q, a РУО, PV (PA Q), 三 者 是 等 价 命题 ,如 
RH rp, gq) 表示 与 PQ УМН ЖЖ = ТОР Q)), BË 
么 有 
^(ф,д)=л pVg=(1-p)Vog 
或 V(p,g)= 9 pV(pAq)=(1-p)V PAq) 
(р, 4) Є 10.11? 时 , 显然 有 
(1-р)Уа= (1-р) У (pV 9g) 
然而 在 无 限 值 逻辑 中 上 式 不 成 立 , 8 р=0.8, а = 0.9, E 
(1-p)Vg=0.9,(1—p)V(pAq)=0.8 
因此 4 PV Q Aa PV(PAQI) 在 不 分 明 逻 辑 中 不 是 等 价 的 命题 
公式 , 这 是 因为 它们 的 下 一 公式 不 相等 。 这 样 一 来 , 分 别 用 -4 P V 


@, 1 PV (PAQ RREI E P WJ Q”(P— Q), 便 得 到 两 种 
不 同 的 演绎 推理 ， 它们 都 可 以 作为 二 值 逻 辑 中 的 推理 在 不 分 明 逻 
辑 中 的 推广 。 这 就 是 说 , 对 于 同一 个 二 值 逻 辑 中 的 推理 ， 在 不 分 明 
逻辑 中 可 以 有 多 种 不 同 的 演绎 推理 与 之 对 应 , 它们 是 不 等 价 的 ， 在 
应 用 中 可 根据 实际 情况 选择 其 中 之 一 。 比 如 
T(P>Q)=(1- p): q 

或 ТР 9) = (1-р): (0 % q) 
它们 都 可 作为 不 分 明 逻 辑 中 推理 句 “ 若 已 则 Q” 的 ЕАК, 

下 面 我 们 介绍 的 一 种 无 限 值 逻辑 是 Lukasiewicz 逻辑 , 形式 
ПР: 

Т(Р)=рЕ [0,1], Т(9) = 2€ [0,1] 

Та Р) =7 р=1- р, TIPVQ)= pV gq 
T(pAQ)=pAg, TP>Q)=4 2Фа=а-р+а)л1 
НОЖ: аФь= (а +5) ЛІ. ШЖ р, дЄ 10.1}, 则 
Lukasiewicz 2 $ 5 — IË 2 1Ң Ж — 5% BJ 下 面 的 定理 给 出 了 

Lukasiewicz 逻辑 演绎 推理 规则 的 结果 。 
(1) (MP) :如果 已 知 T(P) = р, T(P—>Q) = +, Wi 
T(Q)=g= g(r, р) 


[p 1] r=1 

и r<1 HB pt r -120 
НЕ 

(2)(MT): ВЯ T(Q)= q, T(P—Q) = r, WJ 

T(P)= p = p(r,q) 


[0,9], r=1 
= ы r<1l# q-r+1<1 
其 它 


其 中 g(y, р) = ку Жз о 表示 无 解 。 
事实 上 ,注意 到 = T(P 一 Q)=7 POgq=(1-p+og)Al, 


考虑 方程 :(1 一 p+g)Al=r。 
(DEM r, pK qo 
情况 уе 这 时 有 (1- р+4)Л1=1, $1- p+ q21, Bl 
42р, АЙ = [2,11 
情况 2:r<1, 这 时 ,我 们 有 
(I-p+tq)Al=r<1>r=1l-pbtq 
> а=г+р-1, г+р-120 
2, r+p-1<0 
(DEAM r,q ЖР f 
Wi l:r=l AHAC- р+а) Л1=1, НИ 1- p + q21, 
即 <q, AM p= [0, glo 
情况 2:r<1, 这 时 ,我 们 有 
(1-ptq)Al=r<1>r=1-ptq 
人 q r +1<1 
q -r+1>1 
综合 (1) (2) 两 种 情况 可 知 结果 为 真 。 
最 后 , 我 们 给 出 贯穿 于 本 书 的 无 限 值 逻辑 , 做 为 本 章 内 容 的 结 
束 。 这 种 逻辑 的 详细 介绍 请 参见 文献 [10]。 本 书 所 涉及 的 内 容 是 
基于 连续 值 逻辑 上 大 的 语义 方法 的 框架 下 。 若 X 是 一 个 论 域 , a 
是 该 论 域 下 的 一 个 谓词 , 从 现在 开始 我 们 使 用 记号 [cj] (而 不 再 使 
Я T(a)) 表 示 a 的 直 值 。 这 里 [ec]E [0,1]。 本 书 中 用 到 的 真 值 
赋值 公式 有 
1.[ al=1- [a]; 
2.[а AB] = има [а 1.181); 
3. [в=8] = [а 1981 = min(l,1- [а] +[8]); 
4. [(У 2) (а(5))1= аа), [z€ А]= АС); 
相应 的 导出 公式 有 
S.aVAB:=a Qa Aa В); 


ВП, [а V В] = шах([а], [8]) 

6.а- 8: = (а-* В) Л (Ва); 

Вр, [а 8] =1- [а] - [8] 
7.(3Az)(a(z=)):=q (Vr) (а(х)): 

Вр, [(9 = (а(2))] = supl a(z)] 

8.a АВ: ЕЯ (ач В): 

[а АВ] = [а 69[ В] = тах(0, [а] + [8] -1) 
9.a УВ: =ч а> В. 

这 里 提 到 的 CC 各 是 [0.1] 中 的 两 种 运算 。 
本 书 中 , 集合 间 的 关系 相应 为 
10.АСВ:Ух(хЕА-*хЕВ) 
11.А=В.=(АСВ)Л(ВСА) 
12.А=В.= (АСВ) ABTA) 

使 用 真 值 律 , 我们 可 以 得 到 下 面 的 结果 : 

Е (А=В)-—>((Веб)—(АсС)); 
Е (А=В)>((В=б)—(А=бС)); 
Е (ВЕС)—(АСВ)—(АСС)); 
Е (В=С)—>((А=В)—(А=С)); 
E(ASB)—>(/(A)S< /(B)); 
E(A=B)—(/(A)= /(B)); 

F (ČSD) 1 (G)S £ 1(D)); 
F(C=D)->(£ (C)= £ 1(D)); 
E(ACB)>(X-BS x- A); 
FE(A=B)=(x-A=x- B); 

这 里 的 /是 映射 。 

书 中 出 现 的 记号 Fg 意味 着 对 于 任何 赋值， SEOTI 而 


pFy 意味 着 [gp] >0， 可 推导 出 [y]=1. 


”第 一 章 不 分 明 化 拓扑 空间 与 连续 函数 


件 : 


F2 


$1 不 分 明 化 拓扑 空间 
1.1 定义 Ë X 是 一 个 论 域 , 若 5E $(9(X))W E n F 
()ЕХЄ29; 


(2)Y Ai, А», F(AIENDNA(AIED>AiNA ES 
(3) УА, |АЕЛ|, FE VAQ€ A>AED>Uen A, Е 4 


ДУ Ж X 的 不 分 明 化 拓扑 , 偶 对 (X, 9) 称 为 不 分 明 化 拓扑 空 
间 , 有 时 径 称 X 为 不 分 明 化 拓扑 空间 。 此 外 ,了 又 称 为 不 分 明 化 
ЖЖ 


即 ， 


1.1 定义 中 的 条 件 还 可 以 写成 : 
(1)9(X)=1; 
(2) УА,, А, ХА, ПА ЖА) ЛА); 
(ЗУ ТА АЕЛ!, ЖУлелА,)>ЛАлеЕл ЖА, ) 
1.2 ЖУ FERSTIE, # 
AEF: = АСЄ 3 
9= | KACA 
KX) 
1.3 定理 
(1)g € Z; 
(D VAL An Е (А.Е) ANA EÐ >A ЦА, ЕЯ; 
(3) У 1А, 1,елі, Е VAQ € A=>A Е Я) >П ел АА € 2, 
1.4 定义 x€ X. # МЕЖЖХ) НИЯ: 
АЕМ, : = ЗВ((ВЕ)Л(хЕВСА)) 


则 称 N, 为 x 的 邻 域 系 。 
Bp, N.= Í gup AB)/A 


AX) r€ B: 
1.5 引 理 inf.casup.egcA2(B)= ФА). 
证 明 首先 , 我们 有 
inf e asup e вс А9СВ) >95 А) 

НАХ, 2, = В ЕВСА|, МАНЕЖ ГЕ ll ca, 我 们 有 
U.e Af(z) = A, М ШЕК f(z))<39( U f(=)) = 3(A), inf 
sup ҖВ)= sup inf3(/(z))<3%(A), 口 
z€BŠA ЛЕП ea, z€A 


1.6 定理 对 任意 的 zx, A， 

Е (АЕЗ) Vz(z€GA—3B((B€ N.)A(BCA)), 

证 明 [Vz(zC€ A> 3B((B€ N.) A(BCA))] = inf 
ERNE) АР ВРС НЕ гар С) ЖА) -ГАЄ 
3] DJ 

1.7 定理 RAX) EADV KREERTE 
集合 , 则 映射 N: X-2N(9(X)), zx 一 NN,; 具 有 如 下 性 质 : 

(1) 对 任意 的 zx,A, ЕАЄ М>тЄА; 

(2) 对 任意 的 zx, А, B, 上 (AEN,)A(BEN,)>ANBE 
N,; 
(3) 对 任意 的 xz, А, В, Е (АСВ)—>(АЕМ,—>ВЕМ,); 

(4) 对 任意 的 zx, А, Е (АЕМ,)> ЗС((СЕМ,)Л(ССА) 
AVy(yEC>CEN,)), 

反之 ,如果 一 个 映射 N 满足 (2)、(3), 则 如 下 定义 的 了 是 一 个 
不 分 明 化 拓扑 : | 

4E = Ух(хЕ А-АЕМ,) 
特别 , 如 果 N 还 满足 (1)、(4), 则 对 任意 >€ X, N, 是 关于 了 的 > 
的 邻 域 系 。 


WA (一 ) (1)[A€N,]=sup,ec<a3(C)>0, WEE 
C E Е ССА. ЩЕ А]=1, НН [АЕ М, |<[х;ЕА] 


总 是 成 立 的 。 . 
(2) АПВЕМ,] = sup С) = sup ` ХС ПС) 
z€ ССАПВ z€ CSA, rE CSB 


> sup СО ACC) = sup CDA sup I C2) = 


хЕС,СА, rE CS 
[(AEN,)A(BEN,)] 

(3) 若 А9 В, 则 显然 成 立 。 现 设 AGB, WA rECSA 
推出 zE C B, 因此 

[АЄ N,]= зар С) sup 3(C)=[B€ N,] 

z€ CA z€ СВ 

(0[3C((C€ N,)A(CS€SA)A Уу(уЕ C>C€N,))] = 
sup(N,(C) Л infN,( С)) = sup (N, (С) A 9( C)) = зар (С)> 
ССА y€ C CEA ССА 
sup (С) =[АЕ М, ], 

因为 itNy(C) = inf R ID) = 7С) 

(=) 反之 ,XA)=infieaN,(A)。 

(1) 明 显 100) =1. 18 ЄХ, Н №, 是 正规 的 ,所 以 总 
存在 Ао 使 得 N. (Ao) =1, 由 条 件 (3), В N.,(X)= 1% 因此 KX) 
=inf e xN (X)=1. 

(2)ЖАПВ)= inf М.(АПВ)> inf (N,(A)AN,(B)) 

хЕАПВ EANB 
= inf N,(A)A inf N,(B)> infN,(A)A infN,(B)=%(A)A 
хЕАПВ хЕАПВ IEA r€ B 

% В) 

BNK U Ал) = inf М, U Ai) 

AEA EU enr ACA 

inf N, (A,) = A KA) 
EA АЕЛ 

(4) 由 条 件 (4), 有 N,(A)<sup(N,(C) A infN,(C)), FEM 
条 件 (1), 对 任意 > & C, N, (С) = 0, ММ 

N,(A)< sup (N, СС) Л infN,(C)< sup infN,( C) = 

хе C=A y€ C хЕССА y€ C 


REA AEA 


AE AEA 


„хор В). 
另 一 方面 , ШФ z€ ССА, N inf N (OSN. (OSN: (А), 
从 而 得 到 sup (В) = sup Вим, (СМ, (А). 
+€ BEA z€ C=A y€ C 


故而 由 二 方面 得 到 N. (А) = sup В), 
r€ ВСА 


$2 不 分 明 化 拓扑 的 基 


21 定义 设 7 是 一 个 不 分 明 化 拓扑 ,29SE 允 车 多 满足 如 下 
条 件 : 
FAEN, = 3 В((ВЄ 9) Л(=ЄВСА)) 
则 称 多 为 5 的 一 个 基 , ie k FI 
2.2 定理 ЗЕ ТИХИЕ T= Ж), 这 
里 BU жук 48( Zadeh ) 的 并 扩展 , В 


ZU = | M2(B)/ U В, 


IB ТАЄ AICAX)AEA 

证 明 假设 多 是 5 的 一 个 基 , 往 证 对 任意 АЕЖХ), ЖА) = 
u P. „1,4085 

事实 上 , 如果 U;en B, = A, МА) > Nicea IB > Л єл 
%( Bi )ь РШЕ, А) зыр. „А, В, 

反之 , 注意 到 М, (А) < sup #(В)Җ 1.4 引 理 ,9(A) = 
RNAS aE „вур #ОВ)= дир, АССР), НЯ, IB 
|z€E BA1。 由 于 对 任意 的 ГЕ Пе Af(z) = А, Ж А) 
эй АВ) 

A-H, AS 9=%Ч), Да yE TE, 即 对 任意 的 AE 罗 
(X), М„(СА)<зир„ев=д®( В) 实际 上 ， ШЖ >€ BCA, Uien 


U 


B, = B, 则 存在 hoE 人 使 得 x € В, № Л ®(В,)<®%(В, )<` 
„зар (2) 因而 

4 
(B) O . 

2.3 定理 BRIECAKAX)), Панини 
ЖАЛА 3 HAEA: 

()EX€3U, 

(2)Ә Е(АЄЯ) Л (ВЄЯ) Л (=хЄАПВ) = 3AC(C€3)A (х 
ЄССАПВ)) 

证 明 车 多 是 5 的 一 个 基 , 则 了 = 000, 显然 有 ХЕ, М 
此 只 需 证 明 当 xz €C A 站 mB BF, 9( A) A@9(B)< N, (A D B)< 
sup єссАПВ (С), ЖЕНУ ХЕ АПВ, #@(A)A%(B)<5 
(А) Л2В)<ХАПВ)<М№,(АПВ)< sup (С) 


RZE AREA) (2), MJ $= ОККАМ. 
事实 上 , 我们 首先 有 NX) = 1, 其 次 对 任意 |A414€ ЛІС), 


+ 


A= НВ ló А11 U B, = Аз, 
则 因为 对 任意 ЛЕ lle 9, ШЫ U В = Ы А, ВН 


€ AB, € Да) 
4 


ЖОА,) = sup Л %(В;)> sup A A (В) 
Єл Узел В Чєл АЕ ^ SEIN e ABAE AB, S А) А 


A 3( Bs ) = AA.) 


А, ез2, 

БИН, EBI ЛАПВ) 25А) AKB). ж А) >т,5(В)> 

t, 则 存在 1B „ТА ЄЛ ЯВ, 1А Є A 0, ел В, = A Ж 

О, єл,В, = В HIERA Є Л,, (В) > 上 及 任意 42€ Л, 9 

(В) 22 У хЄАПВ Е, Ель, ЄЛ, А, ЄЛ, ЄВ, 
— 28 — 


NB: ВКТ 
<В, )^Л®(В, )S sup ЖС) 
1х 2х тЄСЄВ, ПВ 


1: ^2. 


而 且 更 有 C, #ëzx€ C,CB, ПВ, САПВ,С,)>: 
因为 U cana C. = АПВ, 因此 
tS A HC)E sup Л (В) = АПВ) 
хЕАПВ U AEA 


aca B ANB 
ВФ АЕ КА) ЛВ), ЕВА п, KA)>k-1/n, KB) 
>k-1/n, РЕ ХАПВ)22 – 1/п. КЁ KANB)EZkR=XKA) 
ЛВ). О 
2.4 ЖХ ВФС Х)), 如果 op0 是 了 的 一 个 基 , Ш o 
是 了 的 一 个 子 基 。 这 里 p EEE Zadeh) 的 有 限 交 扩展 , 即 


pn= | A p(B)/ П B, 


IB АЕ лаж ХЕ A 
其 中 "天 表示 一 个 有 限 子 集 。 
2.5 定理 W e€ (#(%XX)), W o 是 某 个 不 分 明 化 拓扑 的 
子 基 侧 充分 必要 条 件 是 XE pV, 
证 明 显然 只 需 证 明 pn 满足 2.3 定理 中 的 第 二 条 。 因 为 
ФАА) Л ФВ) . 
=( sup A PBPA sup a A PBa) | 


В. 


Пел, B 2446 А, A € A, Pa, 7 B22 
= sup sup СЛ e(B;)A A (B: )) 
Пел h "А ea h В дел h ел, 
< = eñ 
Cn ВР АПВ A Ф( В Ф (АПВ) 
НА, 4 >€ AB 时 ,有 


ФАА) Л ФВ) ФА ПВ) sup ФАС) 口 
2.6 定义 设 式 是 一 个 不 分 明 化 拓扑 空间 , z€ X. 
DE 9, € %(%XX))), 9. SN, НЖУА, 
E(A€CN,)>(3B)((BC€%,)A(BSCSA)) 


则 称 2, 为 z 的 不 分 明 化 邻 域 系 的 一 个 基 , НЯ, ЬМ, 

(2) #@ Е X)) 848 2) ЕМ,, ИЖ, 为 z 的 不 分 明 化 
邻 域 系 的 一 个 子 基 。 

2.7 引 理 设 (X, 纺 是 不 分 明 化 拓扑 空间 , xEX, 若 史 是 9 
的 子 基 , 则 | 


_ [Ф(м), хЕи, 
= | 0, би 


是 z 的 不 分 明 化 邻 域 系 的 子 基 。 
结论 是 显然 的 , 证 明 留 给 读者 。 口 


$3 FRERE 


3.1 定义 4 的 不 分 明 化 导 集 4 定义 为 : 
хЕА’: = УВ(ВЕ М, =(ВП(А- 1z1)Ze)) 


即 ， A= Ga-NCB))/z 


x inf 
ВП(А- 151) = 0 
3.2 引 理 A= | 1- N. сасу 


证 明 А’(х)=1- ѕирвпд 12) -М, (В) =1- №, САСО 
{жт O 
3.3 定理 对 任意 4,B 
(1) ЕА’СА-АЕЯ 
(2) Е В=АЦА’—ВЕЯ 
证 明 
ОХА’ СА] = inf (1- А’(х)) = infN (АСО хр = 
z€ АС z€ AC 
inf №, (АС) = inf sup KC) 
r€ AC r€ AŠ z€ САС 
=ҖАС©)=[АЄ] 


(2) 若 AEB, MJ[IB= AU AA 1]=0. Е АСВ, Ж 

[BEAUA’]= inf А’(х)=1- зар N,(X—A) 

r€ B— A хЕВ-А 

[AUA’EB]= inf (1-А'(х)) = inf N,(X—A) 

хЕХ-В r€ X-B 
[B=A U A'] = тах}0, inf N, (X— А) – sup N, (X — 
rEX~B r€ B—A : 
A)! 

如 果 [B 圭 AU A’]>z, 则 ¿nf N,(X-A)>:+ sup N,(X 
А). ИХ N(X~A)= sup С), 所 以 对 每 一 个 zE X— 
B, sup XC)>t+ sup N,(X—A) 

хЄС=Х-А r€ B= А 
即 存在 С, #8 хЕСЕХ-А B.5(C,)> + sup N,(X— А) 
此 外 ,还 有 C,CÇ-X— B. ЖЖ, WA r ЕС, #х C€ B— A, Н 
而 有 

sup Ne(X~ A)2ZN, (X— A)Z3(C,)2> : + sup N, (X — 

А), АТ, Ж 2(B)=3%(X- В) = inf М,(Х-В)> inf $ 
z€ X-B r€ X-B 
(С) > + sup М (ХТА) >to | 
由 于 上 是 任意 的 , МН ВЕАЦА’][ ВЕ O 
3.4 定义 А 的 不 分 明 化 闭 包 A 定义 为 : 
хЄА: = VB((BƏA)A(B€2)—>zx€ B) 
即 ， A= |, inf (1-ҖВ))/т 


z& BCA 
3.5 引 理 A= | 1-N.(AC)/z 
ЧЕНЯ 
А(х)=1- supr&g2a ВС) 
` =1- suppe "ca KBE) =1- №, (АС). 口 
3.6 定理 对 任意 x, A， 
(1)F A=AUA’; 7 
(2)ЕхЄА»УВ(ВЄ N—ADB=ea); 


(3) FAC AEA; 

(0ЕАЄ#еАС©СА. 

证 明 | 

(1) хЄ А,Л М„(А©) =0, А(х) =1- № (А0) =1, X 8 
#R(AUA2(z)= 1. 车 z&A, 则 (AUA”)(z)=A’(z)=1- 
NA(A°U {x)=1- N,(AS)= А(х). 

(2)У В(ВЄ №, А П Вз о)]= it (1-N,(B))=1- 


ѕир№,(В) =1- №, (АС) =А (=). 
BZA 

G)FAEF>A'GACASAUA'SA. | 

(4)Ә ЕАЄЯ-А'САУА=А ЈА'СА. O 

37 ЖХ ЊО. Кх) 2(X), 如 果 它 的 扩张 CI :S(X)— 
ЖХ), 

СКА) = U в А. AEAX) 

满足 如 下 的 Kuratowski 闭 包 公理 : 

(1) (0) = g; 

(2)АССКА), АЄЯХ); 

(3) САО В) = СКА)ОСКВ), А, ВЕЖХ); 

(4 СКСКА))ЕСКА), АЄЖХ). 
则 CZ :只 X) 一 红 X) 称 为 一 个 不 分 明 化 闭 包 算 子 。 其 中 A= | 


А(>)>а}Ж A а, А = | a MĀC). 

3.8 引 理 A=U,exA(zr)Aaw. 

ЧЕН АРУ, eA (=) Ао. RZ, 对 任意 的 wE 
[0.1], Ж z, Е X 使 得 人 = Ал. )。 这 是 困 为 [As|a€[0.1]| = 
Ад Є Xlo 现 有 «<А (т„), ЖЖЖ, а>А(=х,), W х, € 
Але ЇН z, А, 因此 ， 

— 32 —- 


А = U «АС U ,Axa) Aa S ЫА (2) Аж. О 


a€ [0.1] аЄ [0.1 
3.9 引 理 А = Це. 11а Аг, ЖР A irl Alr) >а 
ЖА 的 a 一 强 截 集 。 


证 明 ЖАО, coneÄt 反之 ,对 任意 aE[0.1], 令 
а, Е [0.2](п=1,2, ...), аһ À ао 则 有 Art, 1=2А„› Ar. 1ƏA,, B 


ЧТ 1а, Ат, 1:2аА„ И 

Horia Оа U e «А. а 

3.10 81 (А) Сад, аЄ[0.1]. 

证 明 #:2Є(4),, ША (х) = Vieto АЛААС) >а, В 
H AoE [0.1] 使 得 Л Ау, >а, В, Ао > а, А, (х) >а ММА, 
(2)>А, (х)>а, а А. (+) =а=а(А)а(х). 0 

3.11 8 «А =аД,аЄ[0.1]. 


ШЕЯ # л >а, МА, СА,. 因此 Uier, пад, СаА,, НА 
为 对 任意 ME 0.1094), = Ау, ВАЄ (а. 1], (аА), =, М 
ШоА=а U аА,= U Ca DA= Y AADU U a 


АЕ [0.1] ЛЕ [0.1] Е [а.1] 


A= U АА. = U А (А), аА. 0 
АЕ [0.a] 2610.1] _ _ 
3.12 引 理 AG ?EHX)(a€E[0.1]) , B€ (x), А 

>В, (аЕ [0. 1]), U ,ero паА 2) = О ето. паВ.› ДА == В, 122 

1-а. 

证 明 EALA O=] (1 - 1А (х) - Â, e)l) = 
if (1-Д9002)). ЖАФ=В,]<1-а, KA zo € B, ER 

А“) (20) >а. 


现 如 果 V geto. a (z) >a, 则 对 任何 ВЕ ПО. а), zo € Bp, Ж 
而 有 хоЄ Пре. “Be=B 这 与 В, 矛盾 。 故 有 
( U АВ.) (zo) = V ре. «1 (ВЛ Вв(хо)) <a 


ВЕ [0.11 
但 却 有 
(U peto. АА ) Cro) >a 
хат. НРАВ, ]>1-а. D 
3.13 定理 闭 包 - :对 X) 一 红 X) ,4 一 人 ,是 一 个 不 分 明 化 
闭 包 算 子 。 反 之 , 若 О: Кх) Хх) ТЖ, 
ЗЕ Z(%XX))E ХЖ:АЕЗ: = CI(AC)= AG, 则 了 是 一 个 不 分 明 化 
拓扑 且 对 任意 А,С/(А)=А„ ЖФА ЖА 关于 了 的 闭 包 。 
ЧЕН 我 们 首先 验证 3.7 定义 中 的 四 个 条 件 , 并 证 明 - 是 一 
个 不 分 明 化 闭 包 算 子 。 
(1) 是 显然 的 。 
(2)%+АЕЖХ), МЗ. 6 定理 (1) 即 可 推出 。 在 一 般 情 况 下 ， 


A= U «А„2 су a A, =A. 


a€ [0.1] Є [0.1] 

(3) 首 先 注意 到 由 АСВ THEAS. ЖЕ, ЧА, BE? 
(ХНУ, 则 对 Y >, H 1.6 定理 (3)， 

[A=B]=[BCCSAC]<min(1,1— N, (BC) + N, (AÓ) = min 


(1,1-(1- №, (АС)) + (1- N, (ВС))) = min(1,1 — А(х) +В. 


(1))=[АСВ]. 
在 一 般 情况 下 , 由 于 当 ДС В в}, ХУ e [0.11% А, ЕВ 
因而 4= U ¿AS U аВ=В. В ЕЕЕ, AUBƏAUj. 


e€ [0.1] 26.“ 


АОВ(х)=1- № (АСП ВС) =1- sup С) 


<1— sup (бо AAC,)) 


zE SAS 
x€ G. = 

=(1- зир KODLE sup 5\С,)) 
z€ ë SAS хєб,є=й© 


= (1 №, (АС) V а- N,(BC)) =(A UB)(>) 


( 
аЄ [0.1] a€ [0. 1° 


ш H 3.8 5|3E, 


= Ú A(z) Aa, 


r€ X 


故 对 V @€ X, А= V (A(z) Л (АЖ). 


r€ X 
然而 对 VY ЄХ, 5 К, (Д): 则 有 
A(z) ЛК, (у)< inf A(z) ЛК, (у) 


z€ K, 


= inf (1 -N.(AS))A (1 - N,(KŠ)) 
=1- sp N, (A6) V N,(KŠ) 


因 对 VzE K.,|ID]]z,  ylCDSACICIB|y€ ВСАС| E 
{DIyE DEAC, V z€ K,,z=& DIC [C| y€ СЕКС] 
故 有 
ар (АО) VN, (КС) = Sup вир В) У T 


К, ЄВС А! y€ ce 


Zsup sup S(D)V sup KD) 


z€ K, ly, zlEDEAC y€ DEAC, v z€ Kp z&D 


= sup 20) = МАС). 


yE АС 
HX YE X,À (z) AK,(y)<ÀA 0), 因此 


(y)= V (AGz)AK, ODS V а- М,(А©))= Асу) 
% ДЕЖХЫ, H 3.9.3.10.3. па, 
U а (А)! = U аА, Y а), 


Е «Е [0.1] 10.1 Е [0. 
= «а Ас U „Л, -А. 
现 证 明 由 不 分 明 化 闭 包 算 子 C 所 诱导 的 了 是 一 个 不 分 明 化 
拓扑 。 这 只 需 证 明 儿 满足 1.3 定理 的 条 件 , НЕХ: A € 2; 
=CGI(A)=A. 
(2а) Н 3.7 定义 中 的 (1) 立 知 8 € Z, 
(2) АОВ) =[С (АО В)=А0В] 
= СА) ОСКВ)=А 0 В] 
=[СКА)=А]А[СКВ)=В] 
=ЖА)ЛЖВ). 
(c) 由 3.7 定义 中 的 (3)， СКП ,єлА,) СП ел СКА, ), М 
A Плел Аз) SECCA А) П А] 
=[(G(N А, ) = ПАЛ (ССП А) 2 П 
АЕЛ ACA АЕЛ АЕЛ 
А,)] 
АЕЛ АЕЛ 
>C N ADE П СКА )) ЛСП ССА, )= П 
АЕЛ АЕЛ АЕЛ АЕЛ 
А,)] 
=[ ñ СКА, )= n А, ] 
ACA ДЕЛ 
АЕЛ АЕЛ 


最 后 ,证 明 对 V А, СА) = Д, 36, УтЕХ, 
А(2)=1- М,(АС)=1- sup ЭВ) =1- sup. ст @\В) 
тЄВЄ 


ЕВЕ АС 


m >l 


>] 
| 


= ВС] 


=1- sup inf(1—- СК ВС) (у)) 


хЕВЕА 


=1 i ЫЫ = sup (BS)(y)) 


= inf с supgCI (BC)(y) 


r€ BA“ У 


pS sia CI(BC)(/(B)) 


> ipf CI(BS)( fo(B)) = inf CAB) Сх). 

其 中 B= ІВІ=ЄВСАС|, д: 9—0, B— x, B€ Я. Я, 
如 果 BEZ, Д] ВСА, ПАН 3.7 定义 (3) 得 CI(BC)ƏCI(A), 
М A(z)2 CI(A)(x). 

ых, М С(А)РА, СКСКА)) = СКА), ЖП Я ZN MEB Ж: 
ВЕЖХ), ВРА, СКВ) => В ВРА. МИ, V z € X, НЕА 
(2)<В(=), Р А(2)=1- sup #0) =1- sup [C(D)= 
D], УЯ ЕВА sup [CI(D)=D]21- В(х). 

НЕВЕ п, А =1- Вх) -1/п>0, M z& BH 
В, -22А, sup [С/(Р)=Р] [СКВ -,)=В!-,]. 因为 U, 
«СКВ, )= СКВ)=В= U aB, EC (B.)ƏB,, H 3.12 引 理 ， 
有 Z 

[С/(В\-,)=В\-,1>А› B sup. [CI(D)=D]22 =1-В 
(т) -1/п, $ п со; Л зир [G (D)=D]21 -В(х). 
口 


$4 内 部 和 边界 


4.1 定义 ASX, ИН хЕА*: =АЕМ, 所 给 出 的 A 的 内 
点 的 不 分 明 集 称 为 A 的 内 部 。 即 ， 


А°= | МАИ 

4.2 定理 对 任意 x,A,B, . 

(1) Е В=А°—>ВЕЯ; 

(2) Е(ВЕЗЛ(ВЕА)>ВСА; 

(3) Е А=А°*+АЕЯ; 

(4) ЕхЕА*=(хЕА)Л(х&(Х-А)); 

(5) Е А’=Х-ХЬ-А. 

证 明 我 们 先 证 明 (2), 若 BEA, WII( B€ S A (BS A)]= 
0, 若 ВСА, ВСА] = infA°(x)= infN,(A)2> №, (В) =$ 

=€ B z€ B хЄВ 
(В) =(ВЕЗЛ(ВСА)]. 
(3)1А=А°] =min( infA°(z), inf (1-А”(х))) = infA° 
хЕА хЕХ-А IEA 
(х) = ШИУ.(А) =ЖА)=[АЕЯ]. 

(4) 41% z & A, [хЕА’] =0= [(хЕА) Л (=6&(= ~ 
AY]. Ж z C A, Ш хе (Х-А)’] =1- №, (А0151) =1- №, 
(А) =1-[5ЕА*], FÆ (хЕА)Л(х&(Х-А)”)1=[хЕ 
А°]. 

(5)(Х-Х-А)(х)=1-Х-А(х) 

=1- (1- М,((Х-А)С)) 
= N,(A)= A"(z) 

最 后 证 明 (1), 由 (5) 及 3.3 定理 (2)， 

[B=A°]=[X—-B=X-A]<[X— B€#]=[B€3]. D 

4.3 EX АСХ, ША 的 边界 定义 为 

r€ (A): =(=&A° A(z=&(X—A)°], BJ, 


(А) = | пав — А’), 1- ХАС) 
4.4 引 理 对 任意 z,4， 


F rEbl(A)e(YBXBEN,>(BNAŽø)A(BN(X~A) 
—- 38 一 一 


=g)) 
证 明 
(УВ)(ВЕМ,=(ВПА в) Л(ВП(Х- А) 0))] 
= тів inf (1 — №(В)), inf (1 — М№(В))) 
= тіп(1- №, (А),1- № (Х-А)) 
=min(1- A°(z=),1— (X—A)°(x)) 
=[zEp(4)]. 口 
4.5 定理 对 任意 4， 
(1)Ә ЕБ(А)=А ПХ- А, ЕЕЕ Р(А) = 5(Х-А); 
(2)Ә ЕХ-Р(А)=А°0(Х- А); 
(3): A=AUb(A), РЕ ЕРА) САУАЄ5; 
(4) Е А’=АЦЧ(Х-Ь(А)), РЕ (6 (A) ПА=0) 6А Є 


з 


证 明 (1) 由 4.2 定理 (5), 得 到 
(АПХ-А)(х) =ши(А(х), Х-А(х)) 
=min(1-(X~A}) (z), 1-A°(x)) 
=6(A)(z). 
(2) 由 (1) 和 4.2 定理 (5), 得 到 
X~6(A)=X~ANX~A=(X~A)U(X~X~A)=(X 
~A)UA'. 
(3)# <€ A,WJ A(z)=(AU8(A))(xz)=1. 
ж х& А,Щ(АЦШ5(А))(х)=Ь(А)(хт) 
= тіп(1- A°(z),1- (X— A)° 
(х)) B 
=1-(X=A)%zxz)=A(z). 
H 3.3 定理 (1), AC#—#A ° CA=<(ASA)A(A CA)=(A 
ПА’СА)+АСА>АЦЬ(А)СА-(АСА)Л(6(А)СА)+> 
Ь(А)СА. 


(4) А“=Х-Х-А=Х-((Х-А)ЦЬ(Х-А))=АП(Х 
—6(А)). 

H 4.2 定理 (3), ЕБ(А) ПА=0+(Х ~ x (A))U(X— А) 
=Х=—>АСХ-6(А)>АП(Х-Ь(А))=А+А°`=А+АЕХ 
О 


$5 Moore — Smith 收敛 


ВОХ) КАКА EEE, X 中 的 所 有 网 组 成 的 类 
表示 为 : | ; | 

N(xz)=1S1S:D>X, 其 中 (D, 之 ) 是 一 个 定向 集 |. 

现 给 出 

5.1 定义 二 元 不 分 明 谓词 >, ERKN(XX) х Хх): 

$Рх: = УА(АЕМ,=5 СА), | 

5$эд:= ҮА(АЄ N,—S СА), 

其 中 SP>z,S>z 分 别 表示 “S KAA” Mr E S 的 一 个 
聚 点 ", 生 三 分 别 表示 二 元 分 明 谓 词 “ 几 乎 在 "和 "常常 在 "。 

不 分 明 集 

limS = | 15 b<x]/z,adhS = | rszzl/z 


分 别称 作 S 的 极限 集 和 接触 集 。 

5.2 定理 对 任意 x, 4, 5, 

()ЕхЄА'е‚З5(($5С5А-{ху})Л($Ьх)); 

(2) ЕхЕА-35((5ЕА)Л(5$Рх)); 

(3)F AEF- У S(SCA—limSCA); 

(4) Е 5$ >= 9 Т((Т<$)Л(ТЬх)), 

其 中 SCA, T< S 分 别 表示 “S 总 在 A 中 ”和 “人 是 S 的 一 个 
子 网 ”。 


证 明 (1) 因 为 [SPx]= шам, (4)) 所 以 [3S(CCSS 
-Izl)A(SPz))]= sup inf (1 — N, (B)). 首先 , 对 


Se ND, $ЕА-111 5 p 


Т5СА- 1210 S€ М(Х), # $ CASU Izle В, inf (1 - 


М, (В))<1- N.(ASUIzl1)=[<xz€ A], # 

3 5((5СА – (21) Л ($Рх))13[ЕА’]. 
ЖЖК, REWEL r ЄА]<[95((5СА - (21) Л(5 р) )], Æ 
[ЕА’] >0, Н[ВЕ М, = B (А - Iz1Zg]2 A (x), 则 对 
VBE(NdƏüu-4wp A BD (A 一 Iz1)=g, ЖОМ, ) п-ду] = 
іВІВ,(В)>1- А (х) Е N, 的 强 (1 ~- A’'(z)) 截 集 。 于 是 VB 
Є(№,).- дор, E хе ВП(А- |!) ЖУН 1.6 定理 (2)， 
不 难 验 证 ((N;)[1- are) 三 ) 是 一 个 定向 集 。 现 构造 一 个 网 S* 

(МӘп- АКТА {хт}. В—>хвЕ ВП(А- tzi) 

WLI 5((5СА {= ACS D æ)) J> inf (1- N,(B)). 


# B€ (N,)i-a p WERA 1- N,(B)ZA' (c)s ЖЕ 
Я ВП(А- 1=1)50, B B€ (Мц-А о, AX Y CS B, 总 有 
хсЄ ССВ, FE S СВ. Ф S* C B НВЕ(М,) д M 
VA ВПС(А – (51) = в, ВОИН ВСАСО |z}, 1-N,(B)>1 
— М(АСО (21) =A (r). №2, 
| [3S((SS=A-lzl)A(SPz))]> inf )1- М„(В))2>А' 


(z=)=[=x€A']. 

(2) 若 zEA, 则 是 明 最 的 ,车 > & A, HJ A= À – jz 故而 
ЁхтЄАөхЄА'әөЗЯ5((5©5А-{х})Л(5>х))е 3s((s< 
А)Л(5р=)). 

(3) [У$ ($ А-—Ш5 СА] = ізі аі аам 一 


(B) 


= inf inf supN, (B). 


SSA ге АС SEB 
另 一 方面 ,由 F AC2 Ух(хЕА->хЕА)ЯЦ2), 
ЖА) = if (1-[z€A]) 


= ш „(17 sup inf- N, (B))) 


z€ AC 


= inf inf sN (B). 


хЄАС SSA 


(DLS 2] ва - М,(А)), 
[3T((T<S)A(Tb<x))]=sup inf 01 - №, (А)). 
T<S TÉA 


E 5 =lA|S ЁА},@т=|А|Т EA]. НЕ T< S, 有 sç 
Sr. ЖЕ, 5 Т=5°К. № S СА, WEE оос 95 о 
со 时 5,6 А. 我 们 现 往 证 T Z А. ЖЖ, MEE woE 9T 使 得 
Èpo 时 T, C А. АН T< S, 故 存在 и EIT МИ КО) > 
со, BACOT, 之 ) 是 定向 的 , 又 存在 m EIT { # и, po yi. F 
此 , К(и)>К(и) 200, Sku) ФА ESk = TE€ A. 二 者 是 
矛盾 的 。 因 而 
[3T((T<S)A(Tb<x))] =sup а -N,(A)) 
«д (1- N,(A))=[S>z]. 


FZ, [5х] = 1 =0, МЕЖ. В :>0. НЕ 
BEC- М, (А)) =r, WE АЕ 有 1- М, (А), В N,(A)< 
1-15 因此 5/5 (М, ӘБ - 1: 注意 到 infae(w)c_， =, (1- N,(A)) 
>t, 所 以 

t=infaev (1 — N, (A))= ее (1-№,(А)) 

另 一 方面 , 因 #>0, 所 以 ХЕ (М, )и-и7во HCN u- 

任意 两 个 元 素 之 交 仍 是 其 中 的 元 , АСТ АГ AER FETS 


使 得 21 (М.В - по ВАН ЕЛВЕ Ж деа, (1 — М, 
(А) иде, (1- N,(A))= z, 可 以 得 到 infaea (1 N, (A)) 
=infac(w)c_ (1 - N,(A)) =z, B, 

[3 T((T<S)A(TbPzx))]=sup inf (1- N.(A))2:.D 

5.3 定理 若 S 是 一 个 万 有 网 , 则 

Е limS = адһ. 

5.4 引 理 (5р5) УА(=ЄАЄ7+5 СА). 

证 明 ”注意 到 若 S СА; ВСА 时 S Z B, й 

[Sbx]=1- sup „гир 90В)21 _ „УР, В) 


=[VA(z€ АЄЗ>5 Z A))]. 
其 逆 是 显然 的 . 口 
5.5 定理 车 DD 是 一 个 定向 集 , S) = |s(m,n),n€E,! 
€ N(X)Xm € D), S= s(m),m € DI€ N(X),S:R нң 5) 
(тЄр) нур, Вр, 
$°КОт, 5) = (т, (т), (т, РЄрх X Em» 


则 上 V „(тЄ р) (55) >5(т))) Л (5 >22) 5°РРр 
证 明 H 5.4 5138, 
[V „(06 D)> (S) р 5(т))) Л (р> )] 


= 1— sup sup . ФА) У sup ЖА) 
5“ 


р 
mED т A, Tn EA А, ХЕА 


[$'ЮРх|=1- sup XA) 
5$-КЕ А, хЕА 


故而 , 只 需 证 明 


sup sup XA)V sup ЖА)> sup А). 
ТЕР SE AimEA 5 ArEA S-R ArEA 


实际 上 , Жзир<.к@А,хє АЎ А) >, WEE Ао, 19 z€ Ав; 
SR СА. Н (А) >: 因此 ， ЖУ (m, EDX ХЕ, Ж 


(п, ғ)Єрх ХЕ, Eln, в) >(т, р), fB 5°Р(и, р) = Slan, 


в(п))Ә А, МЫЖУ mED, SD ÉA. . 
第 一 种 情形 , 若 有 mo ED #8 .S(o) € Ао, IM 
sup sup XA) sup KANSKA) >t. 


m€ D SE 4,700) € A s™ Ea, SCmo)EA 


第 二 种 情形 , EX Y „Єр, Slm) & Аз, B| S Z A, КН 
вер. СА) Ао) >t. 


ЖЕ, 总 有 
sup sup ЖА)У sup ЖА)». 
ЗА, хЕА 


m€ D «одд s(m)€ A 


现 令 À = sups. ФА, rea ÑA). 则 有 正 整 数 п, 使 
sup sup ЖАРУ, up. TA) >А- Мп, ЖП, 


тЄр s” "А, 5(т)ЕА 


зир sup %A)V. csup_ САРА. 


mED Sm A,s(m EA 

最 后 ， яанаа. 

5.6 定义 设 F(X) 是 X 上 的 所 有 滤 子 的 集合 ,二 元 不 分 
Вір, э} €C Z(F(X)x Хх) XN: 

KPDr:=YA(AEN>AEKR), 


Кох: = УА(АЕК-—хЕА). K€ FO) 
不 分 明 集 

limK= | [KDz]/z,adhK = | к »г]/г 
分 别称 作 К 的 极限 集 和 接触 集 。 


5.7 定理 (1)# S€ N(X), KS 是 相应 于 S 的 滤 子 , 即 ， 
К= |415 SA}, | 
(а) ЕК5 = тб; 
(b) FadhKs = adhS. 

(2) 若 K€ F(X), SK 是 相应 于 KK 的 网 , 即 SK, p— X, (=, 


А) +, (х, АЕБ, ЁФ р= (х, А) =хЄАЄК!, (х, А)2 
(у, В) Ч НУ АСВ, Wl] 

(а) FlimSK = limK; 

(ó) Е ааһ5& = ааһк. 

证 明 (1) У z€ X, 有 

(а)шаК°(х) = дзі, (1- № (А)) = ш (l № (А)) = lims 


(х). 
(6)adhKs(z)= inf А (х)= inf (1- №, (АС)) 
АЕК SSA 
= inf (1 - N.(AS)) =adhS(x). 
sÉ АС 


(2) 只 需 注 意 SK СА 4 B a 4 A & K 及 SK СА 当 且 仅 当 
A4EK, 证 明 完全 类 似 于 (1) . 口 


$6 子 空间 
6.1 引 理 设 (X, 沪 是 一 个 不 分 明 化 拓扑 空间 , ҮСХ. $ 
УЕЛу: =(Зи)((иЕ)Л(У=иПУ)), 


В, J| y= | „S9 Ku)/ У. 
AY) VZN Y 
则 有 下 yE 贸 7Y)) 是 Y 上 的 一 个 不 分 明 化 拓扑 。 
证 明 明显 对 V V,€ƏXY)(AC A), (71у) (в) = (S| y)( Y) 
=1. 
iaf (I| y)( Va) = inf p sup G) 
= вир во) 


ЈЄП,елА 


< | 
ей „ЗВ, QD) 


其 中 j= а. ЕЖУ): V,=a ПУКАЕЛ). 
因 U А) n Y= О (А) ПУ) = U V, kE 
AEA ёл АЁЛ. 


inf (9 y)( V,)< (Z| y)( U И). 
类 似 可 以 证 得 对 任意 У, V, C У), 
min( (F| y)X Vi), ($| AVDA ,)X V, ПУ). О 
6.2 ЖХ DEX, 7) КАВИ ЇН, ҮСХ, 
ууу 的 相对 于 了 的 不 分 明 化 拓扑 , ШКЕ Y 上 的 诱导 
拓扑 。 
DEX, DN (Y, 虽 是 两 个 不 分 明 化 拓扑 空间 , 若 ҮСХ, 4 
=F] у, МСУ, СХ, DTE |a], 
6.3 引 理 ACY, WE, DHTH, (2,7) E( Y, 2) 的 
空间 , ШО, ЧОХ, DATE |a], 
ШВ Н ZC yC X, Ж 0=7|;,7= Ulz, WEE = я 对 
V WC 5(7Z), 
К и) = sup; (У) = „®ЧР „5р ， KU) 
= "ap KU), sup 0) = (Aa (№). 0 
6.4 定理 (У, ЧЕХ, DTZ sH, ДУМЕ ASY, у 
€ Y, 
(D Е АЕЯ,-=( 3 Е)((ЕЕЯ,) Л(А=ЕПУ)), 
НН Fz Fy 分 别 是 X 和 YY НИЯ. 
(2) ЕуЕ Ау-уЕ Ах 
其 中 Ах. Ay 分 别 是 4 ТЕХ МУ PH 9, 1—98, 
(3) СУА = СА П У, 
Д СА, СуА 分 别 是 A ЕХ M Y Ф 9.4, 
证 了 明 
(1)[(3F)CCFE9G2)A(A=En Y))]= sup #x(F) 
ВХР Ру ХР) 
=U Y—A)= FA). 
(2) 首 先 注意 到 yE Се (Х-А)Ц|у] 4 НХ 4 yECAY 


С(Үү-А4)0!»і. 
实际 上 ,由 уСҮЖАСУ, ЯЖ уЄСС(Х- А) 01у, 
则 
yECNY SE((X~A)UIyDNY=((X~ANY UIy! 
=(ү-А) уі; 
# УЕ СП У (У-А)Ц Íy}, 
则 yECSECOCnyY)UCX~ Y)JC(Y-A)UIylIU IZ- Y! 
=((Y—A)U(X— Y))UlyI=(X-A)Ulyl; 
因此 ， 
NY((Y—A)U 11) = ъё) 
КЛ m р 
@ УуЄ СП E ы C) 
= ¿Í spp С) МОХА)». 
故而 ， | 
[УЕА,] =1- М((Ү-А)01у}) 
=1-NX((X—A)Ulyl)= [x€ Ах]. 
其 中 NX, NY 分 别 表示 XX 和 YY 中 的 Я-А. 
(3) 对 VyEY, 车 yEA, 则 (ClyA)(y)= (ClxA 站 Y)(y)= 
1; 车 y& A, (СУА) (у) = Ау(у) = Ах(у) = (СҳА) (у) = 
(СХА П Y) у). 
6.5 定理 Ш(Ү, 如 是 (X, 细 的 子 空间 , N, (ЄХ) Ж(Х, 
ЗН, 对 z€ Y, ХА МЕЖЖХ)) Г: 
АЄ МҰ: =(ЭВ)((ВЕМ,) Л(ВПҮ=А). 
则 NY(zEY) 是 子 空 间 (Y, 1) 的 不 分 明 化 邻 域 系 , 称 它 为 由 N. 
(ЄХ) Y 上 诱导 的 邻 域 系 。 
证 明 


往 证 МЇ (А) = sup В) = sup Я (B). Ж3Е E, 
r€ ВСА хЕВСА 
NY(A)= sup N,(B)= sup N. (B) 
ВПУ=А z€ Bñ Y= A 
= sup sup ЖС)= sup XC) 
=ЕВПУ-А r€ СЕВ =ЕСПУСА 


= sup обур 0С) = sup Il yD) 
= зар КВ). 
хЕВСА 


37 连续 函数 


7.1 定义 ОХ.) (Y、 角 是 两 个 不 分 明 化 拓扑 空间 。 一 

元 不 分 明 谓 词 CE YX) 称 作 是 不 分 明 连 续 的 , 若 
C(/): (V U)((UC€3)—(/ VED) 
8р, [СОР] = inf min(1, 1- UU) + AA (U))). 

7.2 引 理 J(X,9).(Y,3).(Z,) E= ЖАНЕК 
间 , ДУ РЄ yZ, V g€ ZY 

(1)F C(/)=>(C(g)—C(g° /)); 

(2)F C(g)>(C(f)—C(ə° /)). 

证 明 我们 仅 就 (1) 加 以 证 明 , 即 证 明 [C(f)] 志 [Cl(g) 一 C 
(g*f)]。 如 果 [C(g)] 专 [Clg* /)], 则 是 显然 的 ,车 [C(g)]> 
[C(g° f), Ж 
[C(g)] IC(gsf/)]= int min(1.1- V) + (g '(W))) 

- nf min(1,1— (V) + 3( f (g7! 
(V)))) 
< sup. (Же VD -AS 10а !(V)))) 
< sup СЩШ)-(/-!([0))). 
因而 . 
[C(g)- C(g°f/)]=min(1,1—- [C(g)]+ [C(g° AI) 


> inf min(1,1- #00) +907 '007))) 
UERY) 


=[C(7/)].L] 
7.3 а 设 (X, 妨 .0(Y, 吃 是 两 个 不 分 明 化 拓扑 空间 , А 
CX, 则 对 任意 f€ УХ, 
ЕСО) СОРА). 
证 明 
[ІС( ҒА) 1 = 0416, тіп (1, 1-00) + (ЯА) (ЛА?! 
(0))) 
= inf тіп(1,1- #00) + (ЯА) (А П £ 
VE 所 地 
(U))) 
> inf min(1,1- W(U)+3(f !(U)))= [C 
U€ XY) 
(1.0 
7.4 定理 BX, D (Y, %) EB 4 ЛЛ ЕН kin TF [Н] 
v /€ YX, & 


Da =YV P)((F€2y)—>(/ !(F)€CZ)), 
其 中 Fy, Fy 分 别 是 X МУ 的 不 分 明 闭 子 集 族 ; 

Dal = (00006 %) >S UED), 
其 中 Sy R % BJ f 35; 

(3)аз( р) = (V x)(V u)((u ENK >(f (и) Є №))), 
其 中 NX, NY ЯЕ X МУ 的 不 分 明 化 邻 域 系 。 
| (4)а,(ЭУ=(Ух)(У u) Cu E МҖ„)—>(34)((»Єє М) = 

/(®)©10))), 

(S)as(f)=(Vzr)(Vs)((s EN(X)) A(SDr)>f°s b f 
(х)); 

(6) ав (/)= (V A)(f(CIxsA)SCIyf(A)); 
其 中 Cry, Cly 分 别 是 和 和 了 上 的 闭 包 算 子 ; 

(Ta (f) = (М B)X(CIyy В) f '(ClyB)). 

— 49 — 


Ж F C(f)=a, (f), i=1,2,=,7. 
证 朋 
(a) 首 先 证 明 [CCAP]= La, 071. 
[а.07)1= inf min(1,1- #y(F)+Syx(f 1(F)) 
= ¿nf min(1,1— ҮЕ) + %(X— f !(F))) 
= ¿nf тіп(1,1- W Y— F) +3( КУ-Е))) 
= nf min(1,1— (U) +39(f-!(U)))=[C(/)]. 
OWELA] = 14001, 因为 2, НЕ СС Г) Га» 
(有 )] 是 显然 的 。 因 [C(/)] = ji min(1, 1- WU)+ICF! 
(U))), 因此 要 证 明 [ C( 1) ] [а›( 1, 只 需要 证 明 min(1,1 — u 
(U)+3(f '(U)))>[a;( р]. 3 %( U)<3( f" 1(U)), ИЖ 
Яо Ж (0) >95 100)), ХУА >0, FE SX У) 8 U 
= Оа B %(U)- A<infae 9%, (А), ЖЕПП, TV AC >, ЖЕ 
ЗАК У), #48 A= 2, H. 
„А (А)- A< min %(B), W U) — 2< inf min%(B) 
BL '(U)= Оле Пвеа, A'B), WE AS U))> inf 
min 5 (В)). f 
ак 0) - у 0) int min%%(B) - inf minI (В)) 
+24. 
不 失 一 般 性 ,我们 可 以 假设 < (WC U)- Af-1(U))). 因 此 有 
ИВР Е pip IU TB), 
ЯК DAA (DO) Sg max(%(B) - 907710В))) +24, 
min(1,1 — W( U) +$( f I U)))> inf, minmin(1, 1-%(В) +9 


(f !(B)))-2A2>[a,(/)] - 2А 
因而 由 4 的 任意 性 可 知 结论 是 成 立 的 。 

(c) 现 证 明 [C(/)] 志 [a3( 有 )]. 因 

Las(f)]= inf inf има, 1- NKoCU) + NE( (U), 
故而 只 需 证 明 对 Vx ЕХ, V, € X Y), min(1,1 一 № 0) + 
NX(f£-1(U)))>[C(/)1.@# МК) (U)<NE(f '(U)), ШАА 
待 言 , 现 假设 NK СИ) > МС (а). НРА 5) САСО 可 以 
推出 ze £ (А) (U), МИ | 

NKU) МОР) = ир ЖКА)- sup, ЭВ) 


rEBEf (U) 
of р д 一 -1 

И L R 
(A))).min(1,1- No (U) + NUTUS nf min(1,1 
-%A)+3(/ (AN) inf, min(1, 1 — U VW+tAf (VW))= 
[C(/)]. 

(ЧЕН [аз (= [a (р, BT ООС О, W 

[a,( f)] = inf „inf min(1, 1- Nfa (U) + sup _ № 


УЕЖОДУЕЦ 
(У)) 
жи inf min(1,1- МСО) + NECA (UO))) 
z€ X U€ XY) 
= [аз( f)]. 


HAOSU ht, VEAU), МАСУ) <А (р '(U)), И 
不 等 式 也 是 成 立 的 。 
(e) 因 为 [es(P]= inf inf тіп(1,1- [S Drl+[f° SPDf 
(х)]) 
RKE [аз (7) ]<Га5( ДУ], НЕТУ > € X #l S€ N 
(Х), 
min(1,1—[Sb<x]+[f° sb f(z=)])Z>[a,( /)1. 


ЖЇЗ z]<[ f° 5 D> f(z)] 则 是 明显 的 。 设 [s bx]>[f°s b f 
(х)]. 
因为 从 fes Z B 可 推出 S ÉS (B), HA 

[sbz]-[f°s b f(z)] 


= inf min(1,1 - NX(A)) - inf min(1,1— 
АЕЖХ), SZ A B€%(Y), f s£ B 

өч 

= z No (B) - NX у '(B))), 
ВЕЗ x 


min(1,1— + sb f(>z=)]) 


= inf тіп(1,1- МХ (В) + NX( £ -1(B))) 
ВЕ т), f°s EB 


>, inf min(1,1— МХ) (U) + NIOU) =La (f). 

OFER a, ( )]<La,( D], 我 们 以 -替代 Сх 和 Czy 以 
求 简便 。 注 意 到 

[ao /1= iaf itO, 1- f(A)(y)+ FA 05), 
故 对 VAEHX) 和 yEY。 当 f(A)(y) 志 JCAD(y) 是 显 见 的 , 现 
若 A(A)(y)>/(A)(y), 则 由 5.2 定理 (2) 可 得 到 ; 

КА) (у) - А) (у) 

= up з sup[s bx] - P, [ТРУ] 

< ER, sup[s bx1- p. sup[ f° sb /(=z=)] 

< sup. "Supls pz] T: ПРА), 

min(1, 1- КА) (у) + FA) 

= inf inf тіп(1,1- [s Pz] + [5 [> у(х)]) 

f(r)=y SEA 

>inf dnf min(1,1- [sbz]+[/°s b f(z)]) 

= [а5(/)]. 
МИН ав) 1 [е5(р)]. 

(IY BEAY), ff (fH(B)) КВ), уув) 


В, '(pB)SB, f !/fr1(Bp))S f (В), НА 
[£ (B)C f !(B)]>[f 1/(f !(B))S/ !(B)] 
>LES BYES (fF 1(B))] 


210 В))Є fr (B)]. 
ВНШ, Гат(7)1= inf [f В) '(B)] 
> ¿nf LA BDE '(B)] 
> ¿nf OSAA] = [as (/)1. 

(A) 最 后 我 们 来 证 明 F af) >a (f), H 3.6 定理 (4)F AE 
F> АРА, ВЖ | 

Еа (DY F)((CIyYFCF)—(Cly(f 1(F))S (Е)), 
从 而 由 F (АСВ) (ВСС) ASR CED! 
(CIEF б)), Еа )еСУЕ)(С FES 1(ClyF))— 
(УЕ) (ССР f 1(F))—> (Cx (FIES (Е)) = 
(V F)((CIyF)SF)—>(Ciy(f КЕ) КЕ))=а(р.0. 

7.5 定义 RX D (Y, 3) E WJ 1 ЛА BJ (k. fi 9, 
V z€ X, 一 元 不 分 明 谓词 C. € YX) 称 作 是 在 z 处 不 分 明 连 续 
№, E | 

С.С): = (V U)(UC€ МХ у) (УЛ 1(U)€ N2)) 

即 , 若 了 在 z 处 连续 , WI 

[C,(/)]= inf min(1,1— №) (U) + МЕСТ"). 

7.6 定理 设 (X,9)、(Y,2) 是 两 个 不 分 明 化 拓扑 空间 , 对 
V z€ X, ГЕ УХ, < 

()a(/)=(AVU)(UC€ МА, )—(ЗУ)(УЕМОЛ (Е 
(V)SU))), 

(2)a5(f)= (VS)((SEN(X)) A(sbx)—>(f°+s b f 
(х))). 


МЕ C. (ео (р), í = 4.5. | 

证 明 ”完全 类 似 于 7.4 定理 中 的 相应 步骤 可 以 得 到 上 С, ( /) 
= (РЕ C, (/)>a|s (f), Я ЕНЕС, (Р) 1210305) E 
[C.(/)]< t, WEE UE (У) #8 1- М (U) + NË (f! 
(U)) <. Жал = NK (£ !(U)), Wh 1.7 定理 (2) 可知 
(ОМ), С) ЕАН (О) (А) а). ЖШ 1.7 定理 
(З) ЯУ УЕ (NX) (u, Е zx, € f !(U)B z,€ V, # М S: 
(МОХ, У, МУ V€ (№), S Су, 5 ZA 导出 
МА(А)<А. ВЖ, [ s Pz]= if (1- №(А)) 21-4. 因为 f° s 


и, Жу P /(z)]= inf (1- Nk (BDI Мо <: - 


А, ЕЯа СР] =ши (1, 1- [$5 Рж1+ [5 b (Е) < 2 

H z 的 任意 性 , 结论 是 成 立 的 。 口 f 

7.7 定理 BXD, (Y, 和 是 两 个 不 分 明 化 拓扑 空间 。 则 
У ГЕ УХ, 

EC(/)* (V z)C,( 7). 

7.8 定义 УНИ la], 称 二 元 不 分 明 谓 
Я H€ Z(> x >) ЖАН, 若 

H(X,Y):=(31/)((M(/J)A(C(/)AC(/ !))). 

其 中 МО) 是 一 个 双 射 。 即 , 若 X # Y 是 同 丕 的 , 则 

[H(X, Y)]=inflmax(0,[C(/)] + [C(/!)] -1: F EA X 
到 Y 上 的 双 射 | 。 


$8 不 分 明 化 拓扑 中 的 


我 们 首先 讨论 不 分 明 化 拓扑 中 的 半 开 集 。 


8.1 定义 设 久 是 一 个 不 分 明 化 拓扑 空间 ,一 元 不 分 明 请 
词 和 EE5 红 XX)) 称 为 是 不 分 明 半 开 的 , 若 : 

AEJ: =(3В)((ВЕЗЛ(ВЕА)Л(АЕВ”)) 
8:95 (А) = supmin( KB). infB (zx)) | 


明显 的 有 F ААС 
8.2 定理 对 任意 的 4、BSX， 
FAEIsABEFANBET 


ШЕ [4675 A B€C3]1=0 时 ,显然 成 立 。 现 设 [A E56 人 
BEH]>2>0, 则 RB)>4,596(A)= sup( HD)A[ASD D> 
ào AEREE DEX, 使 DEA,7D)>4, HASD]>2, КВП 
D) 宇 NB)AND)>4,BNMDSANMB, 同 时 有 [ANMBSBNMD] 
= inf (BND)(z)= inf,(B(z)AD(z))= in D(z)Z 
ip 万 (z) = [AS 万 ]>4。 因 为 (BID)(z)=sup(Ne(U)cc(U 
00800) @))Zsup(N,(Uf| B) (UY B) (1 DZ 0)) > 
sup(NA( V)©( VN 07 @)) = Р\х)>В(х) Лр(х) = (BND) 
(zx). 故 [BNDSBNMDj]=1. 因 此 [ANBSBNMD]=[ANBESB 
ПрІ®ІВПрЕВПр)= А®1=А. 

从 而 有 9s(A ПВ) = sup (КЕ) ЛГАПВСЕ))27(ВП 
р)ӯ ЛЇІАПВСВПР]>А. 81 7;(А П В):2275(4) ЛЯВ). 0 

8.3 定理 对 任意 的 A= X, 

Е4Є75=(3 р) (р=А4° Vx(z=€C A—- V B(B€ №, >B 
ND#Ø))). 

证 明 由 $4 4.2 €81), [DEA ]<SXAD), kii 

[9 р(р=А°—Ух(хЕА-—У В(ВЕ М.—=ВПО=0)))] 
=sup[(D=A°]%[ASD1)2 sup (ID) [ASDI > sup ($ 


(р) ТАЄр]) = [AEJ]. O 
8.4 定理 WAERN ASX, | 
F(DCA)A(D=A°)>(Vx>(z=#€C A>VB(BC€ N, + ВП 
D @))—A Є 35) 
证 明 [V z(zC€ A> V B(B€ М, >B" DZ @))—A G 3s] 
=ГАСР 1А Є25]= [ASD sup (AD) ЛГАР”]) 21А 
<р]%(1рсА]Л%р) Л[АЄб]) 2[рсА1л%р)21ре 
AJA[D=:A°].D 
8.5 定理 对 任意 的 4SX， 
F(3B)((BCA)A(B€3s) A(ASGB))—A € 9s. 
证 阴 | 
[I В((ВСА)Л(ВЕЗ5) ХАЄВ))] 
= sup([BE Js] ALASB]). 
= sup(sup( XD) ALBED ALASB)) 
BSA DEB 

<sup sup(%(D)A [BSD])ALASB]) 
BZA DEB 

<sup sup( (AD) ЛСАЄВЈА[В<р])) 
ВСА DSB 

< р (KD) ЛГАЄВ]) =[A €s]. 0 

8.6 定理 ХНЕЖА, ВСЕХ, rEX, 

ЕАЕ 95 -*(9В)((ВЕЗ) Л(ВЕА)Л(Ух)(хЕА- 
(3S)((SSSB)A(SP x2))) 

证 明 H SS 5.2 定理 (2), 我 们 得 到 

[(ЭВ)(ВЕЗЛ(ВЕА)Л(Ух)(+Е A>( 3S)((SC 
B)A(Sb+))))] 

= зир (ХВ Л mf[( 4S)((SSB)A(SP >))] 

= зир( ЯВ) Л В (х))=95( А). 0 

ВСА хЕА 
8.7 定理 对 任意 4SX 


F(3B)((BCA)A(B€3s)A(V>)Xz€A—(3S)((S 
©В)^(5>х))))”АЄЗ$ 

ЧЕН 据 定 理 1.$, 上 式 显 然 是 恒 真 的 . 口 

8.8 定理 НЕА ел SEXX) 

ЕУА(АЄ ЛАЄ) = Uc AEI 

证 明 由 于 对 任意 的 人 GE Л, ВСА 可 导出 

UseABSUaeAA4，, 从 而 有 
Ллел 95 (Ал) = Л є ^ ир (HB) A fB, (7)) 


< sup a СЛлел (ЯВА) A inf BI (z))) 


' Жр, Ж Ллел B) Л Mien {В (z)) 
AEA АЕЛ 


< эр (KUB)A inf В) (+)) 
REA aS ел à REA z€ л 
< эр (K UB)JA inf (UB) (x)) 
{= w z€ Ü À, AEA 
ДЕЛ АЕЛ ДЕЛ | 


=I (Uca). 0 
8.9 定理 ECY. WE, РЕН, ХНЕЕ ASY, 
FAER=AER 
HERA ЛХ МУ Фу УТ % ЕН 
证 阴 
[AER] = sup(8x(B) A infCIyB(>)) 
= зир( [(ВЕ9х) Л (В=ВПУ)] А ВС) A inf Y 
(х)) 
<8р([(ВЕЯх) Л (В=ВПУ)] Л in (Сҳ(ВП Y) 
ВЕА хЕА 
(=)) 
<sup(Iy(B) A ЕСИ В( =) = (А). О 
8.10 定理 RX, D (Y, 凡是 两 个 不 分 明 化 拓扑 空间 , А 


СХ, f€ YX, 则 

СОЗЛООЭЕ АЄЗУ=/(А)Є g 

其 中 Ol): SVa) (Є) (Са) EW АЖ = 21.3 
定义 )。 

WERA 
[AEF] = sup( IB) A ИВ” (х)) 


< Sup, OGBA int SB )(y)) 


ABEA 
< Amp ВУЛ в M JOBO) 
=[ AA) E ùs]. O 
8.11 定义 REX, МЕХ) z HEMRA, 
定义 为 : 
AENS:.= ЗВ((ВЄ75) Л(=ЄВСА)) 
Вр. NŠ = | Sp 0В)/А 
8.12 引 理 inf sup 25(В) = 25(А) 
证 明 证 明 完 全 类 似 于 $1 1.5 5, №. 
8.13 定理 对 任意 xz、A， 
Е(АЄ25) 6 У х(хЄА-+ 3 В((ВЄ №) Л(ВСА))) 
8.14 定义 ИХ ККИ la], 一 元 不 分 明 谓 
词 和 6€E 久 人 7 下 )), 称 为 不 分 明 半 闭 集 ,定义 为 : 
АЕ: = АСЕ 3 
即 :85= | 95(АСУА 
接 下 来 我 们 从 半 开 集 出 发 给 出 半 连 续 函 数 的 概念 。 
8.15 定义 设 (X, 多 (YY, 人 是 两 个 不 分 明 化 拓扑 空间 ,一 
元 不 分 明 谓 词 Cs€ 贸 六) 称 为 不 分 明 半 连续 的 , 定义 为 : 
Cs(/):=(Vu)X(u €4) >(£ 1(u)€3s)) 


Вр /是 半 连 续 的 程度 为 [Cs(f)]= inf min(1.1 — Ки) +$ç( f! 
(м))). . 
8.16 定理 设 (X, D (Y, VEMARK AAEE ЇН], 对 
任意 的 AE Ух, S 
Dal H= (V PUFER) >S 1!(F) ER)) 
(2)а2(Р=(Ух)(М и) (“Є Na) >U ENS)) 
(3)a,(f)=(V x)XVu)(( € Na) >( 3 V)(( V€ №)» 
(f/(2)Su))) 
(4) аз (Г) = (Ух) (Ми) (С (2) Е u €4D—(3v)((v€ 
95) ^(хЕУ)—=(Ко) с и))). 
ЖЕ Cha; (Г), :=1,2,3,4. 
证 明 (а) А RITHEBHICs(/)]=[a((/)1 
[а16)1= inf min(1.1—-#y(F) +38(f 1(Е))) 
= ¿nf min(1.1— У Р) +9s(X— f '(F))) 
= ¿nf тіп(1.1- UY~F)+9s(f  (X~F))). 
= ¿nf min(1.1— UU) +I CU) = ICs). 
(5) 现 在 来 证 明 [Cs(.P] 委 [uaz(P], 因为 
[20 /)1 = inf uinf min(1.1— Nga U) + NS(f !(U))) 
所 以 只 须 证 明 对 任意 的 zxEX МОЕЖУ),Ж 
min(1.1- Nan(U)+NS(f (U)))>[Cs(/)1. 
ШЖ Мк) OSN (DU)), 则 欲 证 显然 成 立 。 现 假设 N.O 
WSNS 1DO)), 则 由 于 f(xz)EASU 必 有 zxEf КА)Е 
ко, ми, ` 
Naa (U) = NS(f !(0)) 
р ЖА)- зир, 95(В) 


= su 
ХоЄєАЄ0И zEBSf КИ) 


<, КА д, sup_ 12807 (4))) 
< sup_ „КА)- 3s( f !(A))) 


f(z)€ AS 
故而 
min(1. 1- Nz (U) + NŠ (f 1(U))) 
> inf min(1.1-%(A)+3ç(/f 1(A))) 
f(| )€ ACU 
> ¿nf min(1. 1- K V) + 3s( f! (V))) = [LCA]. 
(с) ЕВ [а (7) 1 = [ез0 O], AER (и) Си, К 
[аз(7)] = ш піп min(1. 1- Naa lu) + усаар V)) 
>inf inf min(1.1- МА.) (и) + NS (f 1(U))) 
z€ X U€ % Y) 
=[а›(/)1. 
MERIA уе BF VC U), М(У) СА (у! 
(U)), 因此 反 向 不 等 式 也 是 成 立 的 。 
(а) ЕВ [аз( 7) 1< аР). НР N.a.) (U) = ро) 
之 [f(x)E UEMR №(У) = sup 3s(D)2Z [x € veS], 则 显 
然 有 
[aa( f)] = inf „а min(1. 1- Ni y (U) + ‚5р min(1. 1-№ 
(У) + inf U(y))<inf inf min(1.1- (U( /(z=) AU U)) + 
y€ ЖМ) _ ZEX ЕЖУ) 
upomin(1.1-(V(z)A3s(V)+ inf U(x))) = Leaf)]. 
c) 最 后 ,证 明 F G, (7) 6 Cs( f). XBRE, 对 于 任意 z€ у! 
[a,(/)] = inf в тш(1.1- [f/(z=)€ U€ 3] + ,eps 


(V)) 
< inf inf ,min(1. 1-94 О) + sup 95(У)) 
ref UEN zr€EvEf 1(U) | 


= h ymin(1. 1-3KU)+ inf sup 95(У)) 
Ef UVE Ef le 


= ¿nf min(1. 1-40) +95( 0 ,er V)) 
= ¿nf min(1.1 -%(U)+3Ss(f'1(U))=[Cs(/)]. 0 


99 0 一 闭 包 和 0 一 连续 函数 


本 节 中 ,我 们 介绍 不 分 明 化 拓扑 中 9 一 闭 包 的 概念 , 进而 讨论 
9 一 开 集 和 6 一 连续 函数 的 性 质 。 

9.1 定义 对 于 任意 ASX,A 的 不 分 明 化 9 一 闭 包 记 做 
CIA, 定义 为 : 

хЄСђА:(УВ)(ВЄМ, =ч (АЙВ=@)) 
= 属于 A 的 0 一 闭 包 的 程度 为 : 
Co4(z) amin(l1- N,(B)+ supB(y)) 

9.2 定理 对 于 任意 xz, A 

FrzEA>zrECIA 

证 明 

А. inf ,min(1. 1- N. СВ) + supB (y) 

< е 1- N КО) 
. Г] 

9.3 定理 ЖУРЕ A BEX, 

(1) АСВ) (САС CIB) 

(2) Е CICA U В)= СА U CIB. 

证 明 (1) Еа] = [а] [6] = пп (1.1- [а] + 
[61 МАЗа 1°<[61)°< ([а ]°<[с])>[6]°<[с], ШР АС 
В, 

[CLAS СВ) = int(ClA(z)ecCLB(x)) 
= ое ¿nf (N,(C)ecsupC(y))oc inf (М.(О) сэу (у))) 


>inf „апе (N, СС) осзарС (у))9с (№, (С) сур (у))) 
> НСО ео) 
=1. 0 
(DBE А.ВЄЖХ), 则 对 任意 z€ X, 
ССА Ц В)(х) = inf тіп(1.1- N,(D)+ sup р(у)) 
| D€ (X) _ JEA B) 
= pani ymin(1. 1- N. СР) + (su8D(y) VsupD(y))) 
= af, тош. 1- N. (0) + зарру) V, inf, min(1. 1- N,(D) 
+ supD(y) 
-CLA (z) V GIB(z) 
= ( ChA U CIB) (£). O i 
9.4 定义 设 忆 是 不 分 明 化 拓扑 空间 类 , 一 元 不 分 明 谓 词 
ЄК Х)), ЖАН 9 一 闭 的 ,定义 为 : 
АЄ9,: = А=СЇА. ` 
即 S= | inf (1- САС ))/А. 
一 元 不 分 明 谓词 3 € %(%( X))#K29 AAF BB] 4 一 开 的 ,定义 为 
АЕ: = АСЕЯ, 
B 3, = |, TAONA. 
对 于 任意 ACX,A 的 0 一 内 点 的 不 分 明 集合 称 为 4 的 0 一 
内 部 , 记 做 Inigh ,定义 为 
ЖЕ DA: = л (rE СІ,(АС)) 
即 ед = |, 1- CA (e)z. 
9.5 定理 对 任意 AS x, 
(1)F A= InA AER; 
(2)F AEN>AET 
(3) FA€2Z——A € Z. 
— 62 一 一 


证 明 

(D[ACS,]=[AC€ 3] = [АС= САС] 

[АбЭСЬАС] = р СьАС(х)) 
= іп А (z) =[АС Int] 
= тіп([ АС А ] ГА А ]) 
=[A=¿ntA ]. 

QAER] = inf (1 — С» АСх)) 

Sint(1— АС(2)) 
= inf(1-1+N,(A))= inf М, (А) 
= ХА) =[АЕЗ]. 

(3) 显 然 的 . 

9.6 ЖЕ 设 (X, 泡 是 一 不 分 明 化 拓扑 空间 , 则 E29 
(XDE X 上 的 一 不 分 明 化 拓扑 ,我 们 称 其 为 关于 了 的 0 一 不 分 
明 化 拓扑 . 

证 明 HRA %(@)=%(Х)=1. 

ХЕКЕ А,ЄҖХ)(АЄ Л), 

ЗАПА) = „ш, (1- CL (A I А») (zx)) 


inf (1- С%(АФ\) Аб) (х)) 


z€A, ПА, 


inf (1-(С%А©(х) М Cl ,AS(xz))) 


z€A,ñA, 


= inf (1- GAT(xz))A (1- СЬА$(х))) 


zEA NA, 
> inf (1 -Co(49(z)) A inf (1 — СЬАЎ(\х)) 
=A) ARCA) 
F — C 
IYAD =A Д.А 
= [ССП ел A == П єл А] 


Села Пела Л (Пел АР 
Nicea AE )] 
= [ССП ел A ENAS] 
ха, Пел АО = Пел СЬСАС)) АСП ел Clo 
(А©)=ПелАС] 
“If aC (AO Me A AÇ] 
> inf [CI( AT) АС] 
АО = АКАР. 
9.7 定义 BEX, r 的 0 一 邻 域 系 记 做 ER5 代 多)) 定 
义 为 
АЕМ№: = 3B((B€ N,) XBSA)) 
9.8 定理 HTE AERX) 
Е АЕ, > Ух(хЕА>АЕМ) 
证 明 
[A€5,.]= if (1 — СЬАС(х)) 
= inf (1- infmin(1. 1- N,(B)+ supB Cy))) 
= inf supmax(0. N,(B)- зов) 
= inf supmax(0. N, (B) KE В(у)) -1) 
= inf sp (N(B) inf (1 -B(y))) 
[(Ух)(хЕА-—(ЗВ)(ВЕМ,) АВСА)))] 
= [Ух(хЕА-—-АЕ№)]. 0 
9.9 定理 СА = | 1- M(AS/=, 
证 阴 
CI A(z)= inf min(1. 1- N,(B) + supB(y)) 
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= 1 - supmax(0. N, (B) + supB(y)) 
= 1 – ѕиртах(0. N, (B) + inf (1 — В(у)) = 1) 
=1- (38) ((ВЄМ№,) А(ВСАС))] =1- № 
(49). 0 
9.10 定理 对 于 任意 4SX， 
F AEF>(CIA=A) 
证 明 首先 证 明 F АЕЯ-(- (ANB=Ø)>1 ((АПВ)= 
乡 ) ) 事 实 上 ,9C4)@[I3 (АПВ=0)] 
= тах(0,5А)+[- (ANB=Ø)]-1) 
= тах(0, inf N,(A) + зирВ(у) — 1) 
хЕА y€ A 
= тах(0, вирВСу) — зар — N, (A))) 
= тах(0, зир(В(х) -1+ N, (A))) 
= тах(0, sup( (BU В”) (2) -1+ №.(А))) 
= тах(0, зир(тах(В(х) B'(z=)) -1+ N,(A)))( * ) 
(x ) = тах(0, sup( B(x) -1+ N,(A))) 
<supB (z) = [7 (АПВ=0)]. 
( * ) = тах(0, sup(B (xz) -1+ №, (А))) 
=max(0 sup(infmin(1, 1- N,(C) + зар (В - {zi(y))—1+ 
N, (A))) 
= тах (0, sup (1 — ею + зир(В – 151) (у) - 1+ N, 
хЕА УЕА Е 
(А))) 
=sup(B – 1200) =зирВСу) = [a (АПВ=0)] 
于 是 ， г (АПВ= 6155 (ANB= @)]2>9(А) 
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因此 , [CASA ]= [CASA] = inf (CHA (х)А (=х)) 
= iof (iaf (N,(B)ocsupB(y))ec inf (М. (C)ecsupB(y))) 
> inf pifo (Ne (B)ecsupB(y))ec(N,(B)ecsupB(y))) 
P k neo EB OSB (y) 
Ри А0 RA) 
9.11 推论 对 于 任意 ACX， 
FAED (CA=A) 
9.12 定义 设 (X, 钨 (Y, 吕 是 两 个 不 分 明 化 拓扑 空间 , 二 
元 不 分 明 谓 词 C. C, € KYX) 分 别称 为 强 9 一 连续 和 9 一 连续 
Са: = (Ух) (Уа) (СЄ №. >*(3V)((V€ N2)A(/f 
(7) 0))) 
Сор): = (Ух) (Уа) (UENK (ЭУ) (УЕ М) AC 
(V)SU))). | 
即 /是 强 0 一 连续 函数 和 9 一 连续 函数 的 程度 分 别 为 : 
[Cy(f)]= inf infmin(1, 1 — Nk, (U) + supmax (0, NX 
(V)+[/(V)SU]-1))#I[C,(/)]= inf inf min(1,1 МК 
(ш) + supmax(0, № (о) +[/(%)Su]-1)) 
9.13 定理 BX, D (УЧИЛИ, 对 
于 任意 f€ YX, 令 
(1)a,(/)=(V A)(/(CLA)C/(A)). 
(2)aa(f)=(Y B)X(CZLf ICB)S / 1(B)). 
(3)a|,(/)=(V B)((B€Z#,)>(/ 1(B)C 22). 
 (4)aí(f)= = (Уи) ((«Є) (7 (и)ЕЖ)). 
ШЕ С (Р) а, (7), 2=1,2,3,4 
证 了 明 


(a) B 36, UEBH[ C СР) Га, ( f) ] 
因为 [a1( 有 )]=， int ipf min(1, 1- САО) + ATO). 故 
只 需 证 明 对 任何 AEX) 和 y€ Y, 
min(1,1— /(СЬА)Су) + А) (у))21С(0)] 
E f(CGLA)(y)< УСА) (у), МЕН, 现 假设 РОСА) (у) > 
КА)(у). ЗЕ Е, [a (ВПА=О)]<[4 (В) П СА) = 
@)]. 因此 
f(ClLA)(y) -— КА)(у) 
= sup inf min(1,1 — N, (В) + supB (=)) - (1- N, (( f 
Жх)=у B€ (X) z€A 
(А))С)) 
«ир іпітіп (1, 1 — №, (B) + p (B) (=) - l+ Мк. (lf 
(A)))) 
= зар Мд ((/(A))C) — supmax(0, N,(B)- sup /(B)(z))) 
= ѕир( Ми) (С/СА))6) - зиртах(0, N, (B) + ‚аи, (B) 
.(z))-1)) 
= зир (№) (С/СА))°) — supmax (0, N, (В) + ВС 
(А))<)]-1)) 
«вир sup( Nfa) U)- supmax(0, N,(B)+[/f(B)SU]-1)) 
ВТА min (1, 1 — /(СЬА) Су) + САУ (2)) Sinf infmin(1, 1 — 
Nfa (и) + supmax(0, N,(B) +[/(B)CU]-1))=[C,(7)1. 
OMER a  (/)]<[a,(/)], РЕЖ BEAY), HH f 
(Claf! (B)) 2 Claf’ (B), fr! (B) p, H ff (B) S B, 
ГО “вел (В), RIH 
[Cf (p)C f 1(B)]>[f СЬ BYE В)1> 
UEFA BYS BNI SLC (Bp) S 
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yr 1(B)]. ii, 
[а2(Р]= if ГС (B)S f !(B)]2 int ГУССА" 
(B)E '(В)1> int [fÉ(C,A)S7(A)]=[a),(7)1 Е 
(CORME AOIS а: (Г) 1, 事实 上 对 任意 B€ Үү), 
[С СВ) f В) 16308) = inf (1.1 -Cf (B)(x) + 
f !(B)(z))@Zy(B) = inf min(#y(B)max(0. #y( B) + f КВ) 
(х) - Саў (В)(+))) 
Fy(B)+ у (B(z)-1=[BSB]+ f КВ)(+)-1 
SI (BEF !(B)]+ £ !(B)(z)—1 
=infmin(1. 1- f !(B)(z) + В) (х) + £"! 
(B)(z)-1 
<min( f !(B)(z), (BX) 
< f (В)(+) 
ГС BES '(B)]@#y( B)< inf min(1, 1- Claf 1 (B)(<) 
+ f (В)(+)) 
= [Си (B) f 1(p)]=[/f !(Bp)€ 3] 
[Co В) 1(B)]<(Z#y(B)cc[ f -!(B)€ %]) 
因此 
[а;‹()1=[СУВ)(СЬУ 1(B)CS £ 1(B)] 
<[(V B)((B€32y)>(/ В)Є%))] 
= [аз(/)] 
(а) АТЕВ a l= Lle] 
[аз(/)]= inf min(1.1- 9y(B) +9 (В) 
= ¿nf пни (1.1- К у- В) +9/(X— f !(В))) 
= nf min(1.1— (K Y— B)+%(f '(Y— B))) 


= inf тіп(1.1- UU) +$,( f 1( U))) 
UERY) 
=[в,(/)] 
(е) ВУЕРИЕВЯЕ a ,(/)— C. ( f). 因为 
[Cy(f)]= inf „ai, min(1. 1- Моби) + „50р, тах(0. №, 
(и) +L) Eu] D), 
故 只 需 证 明 对 任意 z€ X ТиЕ У), 
min(1. 1- NK) (u) + supmax(0. N, (о) +[f0)Su]-1)) >La, 
(/)1. | u 
# NK.) (u )<supmax(0. №, (о) + [/(ф)©к1- 1, ДЕ 8 #& Н 
现 假设 NK.) (u) >supmax(0. N, (2) +1700) Са]-1), 事实 
Е, носу (и) (о) и, 可 得 
Nka (u) — зиртах(0. N, (o) +[/(v)Eu] -1) 
< МК.) (и) — ѕиртах(0. N (о) + [gC У-Ки)]-1) 


= №) (и) - supmax(0. N, (v) + nf Ç (1-o(z))-1) 
z€ f E 


= sup. UCA) — зартах(0. N. (x) - эр, (иб)о(=)), 


< sup (АКА) —зоршах(0. №, (0). ap V(z))) 


КРЕАСи zef А0) 

= зар (ЯКА)-(1- infmin(1. 1- М, (о) + sup" v(z)))) 
AE ASu _ Ef 1040) 
= Supo. (КА) - (1- С 1( А©)(х))) 


< sup (UA)- inf G- Claf '(AS)(z))) 


За )€ АСи = er! 
= p. (КА) – DF а) 
min(1.1 — Ngalu) + supmax(0. №, (о) + [1(%) и] -1)) 
> ipf min(1, 1-ЯКА) + 9067 (А)))> шайка, 1-4 B) 
+%(f В))) = [а(7)1. 0 
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9.14 ЖИ EX, D (Y, 9 是 两 个 不 分 明 化 拓扑 空间 , 对 
任意 Е yx, & 

DAO =Y A)(/(CL4)SCiy(A)). 

(DA = (У B)(CIf BISS (C10B)). 

(Bf)=(V BABER >F BER) _ 

(4)A(/)=(V B) BEM >f (ВЕ). 

(5) 5( Г) = (V B (ВЕСЫ В) 1(B))). 
WEGA), 2=1,2,3,4, 5. 

证 明 首先 证 明 [Cy( 了)] 志 [Bi(f)]. 因为 

[3,С)1= „ізі, inf min(1. 1- Кало + са, 
故 只 需 证 明 对 任意 y€ Y 和 AENX), 

min(1. 1- /(CLA)(y) + СИА) Су))ЖЇ Р] 
车 f(CLA)(y)<CLyCA)(y), 则 不 等 式 成 立 是 明显 的 , 现 假设 / 
(СА) у) > СКА) (у). 事实 上 由 1 (АПВ=@)ҢШч (f 
(А)П В) = 0) 
РОСА) (у) - CIy(A)(y) 
= E, infmin(1. 1- N,(B) + зырВСр)) — nfmin(1. 1 — N,( C) 
+ „EP, Tle) | . 
< up. (infmin(1. 1-N,(B)+. EP, f(B)(z)) — infmin(1. 1- 
N, С) Е С(=))) | 
= sup. (infmin(1. 1-N,(B) + 20р, /\В)(е)) - (1 — supmax(0; 
N, Yey- „20р, С(=)))) 
= up (supmax(0. N,(C) – sup C (z)) — зиртах(0. Nx( B) 一 
эр, KBG) О 
< up. sup( N, (С) – ( „29р, C (=) + ѕиртах(0. Nx(B)— Е 
(В)(=)))) : 


< sup sup(N,( C) ~ supmax(0. Nx(B) = sup /(B)(z) + sup, 

С(=))) 

< sup, sup(N,(C) — зиртах(0. Мх(В) +1- sup /(B)(z) +C 

(z)-1)) 

= sup, sup(N,( C) — зиртах(0. Nx( B) + ші 7708) (8) + 

С(=))-1)) 

<sup sup (№ СС) = supmax (0. Nx(B)+ infmin(1. 1- /(B) 

(=)+С(=))-1)) 

тіп(1.1- (Со) (у) + Claf( A)(y)) 

> inf infmin(1.1 — Nga) ( C) + supmax(0. N, (B) + infmin(1. 1 — 
zx C ` B = 

РВ) (=) + С(е)) – 1) 

= inf infmin(1. 1— Nga.) (C) + supmax(0. N,(B)+[f(B)<C] 

a 

=[(Ухлх)(Ус)(СЄ М.у = (3 В) (ВЄ N, A(f(B)EC)))]= 

[СР]. 

类 似 于 9.13 定理 的 证 明 , 可 以 得 到 上 В, (/) (Г). E ® 
(А-В РЕ ВСР = В СР), 最 后 注意 到 F A Є 7 ( СА = 
А), 207) 850 ЕВЕ Л, . 口 

9.15 定理 设 (X, D (Y, 吃 是 两 个 不 分 明 化 拓扑 空间 , 则 
对 任意 f€ YX, CON E C,(/). 

证 明 由 于 [C(/)]=1, 则 对 任意 US Y, 

П OET]. 
因此 ，- 
[C()]=[(V z)C,(/)]=inf inf min(1.1- МА (и) + М 
(и))) 
= inf inf min (1. 1- МК (и) +М(Ё'(и)) + [f 


f 'G(u)Su]-1) 

Sinf inf min(1. 1- МК) (u) + supmax (0. М (и) + [f 
(У)<и]-1)) 

= (У) (Уи) (ие М „СЗ У) (УЕ МХ) A(/( V) 
Си)))) 


$10 Kuratowski 十 四 集 定 理 


我 们 在 §3 和 $ 4 中 分 别 讨论 了 分 明 集 的 闭 包 和 内 部 , 而 闭 包 
和 内 部 则 为 不 分 明 集 。 在 实际 问题 中 又 常 涉及 到 不 分 明 集 的 内 部 
和 闭 包 。 本 节 将 给 出 不 分 明 集 的 内 部 和 闭 包 概 念 , 并 由 此 将 Ku- 
ratowski 十 四 集 定 理 推广 到 不 分 明 化 拓扑 中 。 

10.1 定 义 ИАЕЖХ)АШИНА ЯУ 

rEA := YB((BEA)A(BED—>rEB). 
НРА-(х) = infmax(supÀ (y), 1 — AB)). 

10.2 定理 Е(УА)(А-=С(А)). 
其 中 СКА) = U вА„(%3.7 E. 

证 明 对 任意 AERX) 及 任意 xEX, 设 

а= A (х) = inf (1 —min(%(B).[BƏA1)) 

rB 
b= СКА) (х) = sup min(a.1- М„((А„)©)) 


OJE >, WFE а, a >, Н1- М,(АС)>А. Вр N, 
(АС) <1-л, зар ЖВ)<1-4. 


FE BSA 
对 任意 В, ге BTA 8 3(B)<1- д. МЫ, ВС) A [ BCƏ 
А1<1-А,а= inf (1 —min(#(B),[BƏA]))>4. ШЖ а> 
r€ В 


(2) а >А, ДУН В, z € B ЖН 

тіп(2 ВС) .[ВС2А1)<1-4. 

НР ЗЕРНЕ В, ЕЖа>л, НН z€ BC AÇ, HF 
(BO)<1-4, 则 sup В) - д. 80 М, (АС) <1 -д,1- N, 


хЕВСА, 
(АС) 224. МЫ а Л - NASSA. ТИЖ 6> А, М ba. 
情形 二 ”车 对 任何 a > 4, 存在 Bo 使 得 z € B САС, HF 
(B64) >1 一 4, 则 必 有 [B84 二 4]<1-4. 即 | 
ДМ (1 - sup min(a,A,(y)))<1-24. 


iq = supmin(a, А„Су)), F supmin(a, А„Су)))< 1= 


inf (1 —supmin(a, А,(у))<1-А, (1-supa) <1-4 


1-A<1-21 2 . 
综 上 可 知 a= Б. 
10.3 定义 АЄҖ(Х) KAR А? 定义 为 
хЄА°: = ЗВ((хЕВ)Л(ВЕА)Л(ВЕЗ) 
BJ A? (z) = supmin( infA (у), AB)). 
10.3’ 定义 Rin:KHKX)>KX)H 4.1 定义 的 扩张 : т 


(A) = 4 а(А. >. 
10.4 定理 上 YA(A'=in(A)). 
证 明 ”完全 类 似 于 10.2 定理 的 证 明 . 
10.5 定理 ЕУА(АС-С=А9), Нин ACE = (( AG) )C. 
以 下 类 似 . 
证 明 利用 10.1 定义 和 10.3 定义 直接 验证 . 
10.6 定理 10.1 定义 中 的 闭 包 运算 满足 闭 包 公理 , Вр 


(1)@ =ø; 
(2) АСА; 
(3)(АОВ) =А UB `; 
(4AT AS. 
证 明 H 3.13 定理 和 10.2 定理 很 容易 证 明 (1)、(2)、(3). 
现 证 明 (4). 由 定义 10.1 可 得 到 : 
À ` (х) = infmax(sup( іп max(supA (z),1- RC))),1- FB)) 
х&В y&B y&C z€ C 
< infmax(supmax(supA (z), 1-ҖВ)),1-ҖВ)). 
= infmax(supA (=), 1-ҖВ))=А (z). 
故而 再 由 (2) 得 到 4- -=A-. 
10.7 定理 (10.6 定理 的 对 偶 形 式 ) 
(1) х= X 
(2)А°СА. 
(3)(АП В) = АПВ. 
(4)A% = А. 
证 明 由 10.5 定理 和 10.6 定理 易 证 . 
10.8 引 理 A 和 =A = 
证 明 АСА (10.7 定理 (2)) 
A 5 CA (10.1 定义 ) 
АСА - (10.6 定理 (4)) | 
A °-0CA (10.3 定义 ) 
ХА 9-2A 7910.6 定理 (2)) 
A 797920А 0909(10.3 定义 ) 
AODA (10.7 定理 (4)) 
从 而 ,A 7% %=А 7°. 
10.9 定理 ( Kwraztowski) ЖЕ АЄДЖ(Х), 以 任意 顺序 作 
有 限 次 的 取 内 部 、 取 闭 包 和 取 补 的 运算 , 最 多 只 能 得 出 十 四 个 彼此 


不 箱 等 的 不 分 明 集 。 

证 明 由 10.5 定理 知 只 需 考虑 取 闭 包 和 取 补 两 种 运算 。 又 
因为 A--=A-,Ac¢= 全, 故 只 需 考虑 取 闭 包 和 取 补 两 种 运算 交 
赫 出 现 的 情形 。 | 

现 考 虑 : 

第 一 类 :4 .4 ATAT ATEC ATEC Д-С-с-с, 
-CCTCTCT ......, 

第 二 Ж. АС, АС. ACE, АС-С- АС-С-С. АС-С-С- 
АС- С-С-С АС” C-C- C- 

H 10.8 引 理 , 第 一 类 中 的 第 八 个 顺序 出 现 的 集合 
有 -Cc-C-c-=A:C-, 即 第 四 个 。 | 

同样 由 .10.8 引 理 , 第 二 类 中 的 第 八 个 集合 入-c-c-c-c- = 
ACC- ,也 即 为 第 四 个 集合 . 


27 RFH вн 
$1 积 空间 


1.1 定义 RIX n) a EA Æ KEPARA . 
则 Xe IX, 上 的 子 基 为 


= | 9. (и)/Р и). 


aCA, (ЕЖХ ) 
ВАВА 19, a € 4 的 积 不 分 明 化 拓扑 ， 记 做 Xea 
27.3 H (X, e AX. Xaea%) 称 为 1(X, n a EA HRZ Hp 
P.:X e X> X, 是 一 个 投射 , CE A. 
1.2 5 BX n) aCA ЖАН. 
则 积 不 分 明 化 拓扑 是 满足 如 下 条 件 的 最 小 不 分 明 化 拓扑 : 
E(Va)((a€A)—C(P.))°*) 
证 明 首先 证 明 积 不 分 明 化 拓扑 满足 ( * ) 式 , 注意 到 Ya € 
А, иЕЖХ,),Ж: 
(XIP (и) ФР. (и))=9,(и). 
Ч, [(Уа)((аЕ А)—С(Ра))]= inf inf min(1, 1-3 (и) 
aCA ЦЕЖХ, ) 
+ (XI (Рё U) =1. 
其 次 ,我 们 验证 积 不 分 明 化 拓扑 是 所 有 满足 ( * ) 式 中 最 小 的 . 设 


了 是 一 个 满足 ( * ) 式 的 不 分 明 化 拓扑 , 则 有 : 


inf inf 11(1,1-9,(4) + KP] (и)))=1. 
a€A U€5(X ) 


对 Va€E A, ОЕЖХ,), KPI (и) 9, (и) = ф(Р;'(и)), 89 
20. Ai PINDAD =X ean. 0 
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1.3 ЖХ 设 (X, 外 (YY, 是 两 个 不 分 明 化 拓扑 空间 . 称 
一 元 不 分 明 谓词 ОЄ YX) 是 不 分 明 开 的 , 车 
О(Р: = (У U) X(U€%)=(/(U)€ W). 
Вр, ë Л, MJ[O(/)]= inf min(1. 1— 3( U) + U U))). 
1.4 引 理 BX, D, (У, КАНИНА 25 [8] . 则 
对 VfE yx, 
FOSY DUEB)>(f(u) EW), 
其 中 8x 是 了 的 一 个 基 . 
ЧЕН Ш, [O(/)]<[( V О) (ИЄ ау) = (Си) Є))]. 
反之 ,对 V UE (X), #1Е 
min(1,1—%(U)+%_f(u)))Z[( V У)((УЄ#ү)—=(/(Ф) 
Є%))]. 
Ж (и) у(и)), ШЖ ВЕН З. RW 70и) > (и). 
#U s= и, ЖХ), WU vewf(v)= Ия) = fu). 
因此 , (7 (а) = и inf U( W ) > си Sup y inf U(f 


ЭСЖ Y), U2= fu) W€ 2 VEJ 


(ә)), 
T) СаО gm. ВОЙ В ES 
(ә)) 


< бар, sup(@x( V) -U (о), 
min(1,1 — и) + &(/(и)))>. = y inf min(1,1— x (o) + 
WU flv))) 
之 [(Vv)(vERx)>(f(v) EW)].OD 

1.5 ЖЕ 对 于 任意 不 分 明 化 拓扑 空间 簇 |X, :a C Al, 

Е (Уа)((аЕА)—>О(Р,)). 

证 明 对 Ya€ A, 我 们 欲 证 [O(P,)]=1. 若 令 多 = e°), WJ 
H 1.4 引 理 ,有 


[O(P,)]= _ inf min(1,1-%(U)+3$,(P,(u))). 
ЧЕХ се Xc) 


因而 , ЕУ ¿C XXX ce Xc), (4), (Р, (и)). KRE, # 
Be) >т, WA EAX ce Xc) П = U H inf ol V) > t. ЮЧ 
V V€ pg(V)>z, 即 存在 6(V)EA #IW( V)€ XX b) 118 
Pa (WV) =V B 4.) (W(V)) >z. ЖЖ P. (и) = P, 
(Пуе Ри, (ИСУ))). 
(1) 若 存在 VC sË (У) = О, ШР, (и)= @,Sa (P, (u )) 
= 1. 
DERHY УЕм, W( V)= @, ДЕИТ: 
НЕ 1:26 1500): V€ ñ, WJ P.(u)= X,Sa (P,(u))=1, 
ЖЕ 2: a € ]5(2): V€ ян]. а = b(%0), № Pa (u) = W 
Coo), За(Р.(и))=9 (0) (С) > z. HT t 是 任意 的 ,故而 
完成 证 明 。 口 
1.6 定理 设 (已 , 志 )(eE4) 和 (Y, 吃 都 是 不 分 明 化 拓扑 
空间 。 则 对 VY ГЕ (X. c AX, Y, 
Е С(Р-(Уа)((аЕ A)>C(P,° /)). 
证 明 由 第 一 章 7.2 引 理 及 本 节 1.2 引 理 , 有 
EC(/)>(Va)((a € A)>C(P,° f)). 
KZ,% A=[(Va)((a€ A)>C(P,° /))], ЖЖ A<[C(/)1BJ 
得 证 . Ж F2r[C(/)]< z, Н 7.4 定理 中 上 СС) > ao 
(ЯЕ ИЕ ЖХ сеАХС) 1 ф(и) + ЖУ '(u))< z. H 
此 有 65EA 和 WE 全 XX,) 使 得 U= Р, (И) Н 7,07) >21-:+ #0 
(Z l(u)). H 
À =inf inf 1,19. (9 + UCP, РКУ) 
aCA УЄҖХ ) 
<1- 74W) + (Р, f) !(W))<:. 
H z 的 任意 性 知 结论 成 立 . 口 
1.7 定理 设 iX:a€Al 是 一 簇 不 分 明 化 拓扑 空间 , 则 对 
V SEN(X,eaX,), 


F(SPs)e(Va)((a€ A)=>(P.°SbP,(s)))). 

证 明 ”由 1.2 引 理 和 第 一 章 7.4 定理 中 上 СОР а: (р), В 
容易 得 到 F (SPs) 一 (Va)((a€ A) 一 (P,: SPP,(s))). 反 之 ， 
我 们 欲 证 [P,*。SP P,(s)] 志 [SPs]. 车 [SP s]<z, 则 存在 BE 
(XaeaX E 5 EB H1- № (В) < $9 多 = g' 旬 由 第 一 
2.1 定义 可 得 到 

sup A C)2N,(B)>1- 1. 


CENX e АХ, ) SECS 
因此 ， H € %X САХ. В € ССВ Н #(с)>1- RFE ы 
EAX, АХ, EN = C Ніпї,єдФ(0) 21 г. ЖУ V € s, 
Ф(0) 21-1, Ж а(о) СА Mulo EXX.) tE V = Р, 
(и(0)), Rw (и(о)) 21-2. М BƏC= Пе Pol (u (o)), s 
是 有 限 的 , 很 容易 可 看 出 存在 Vo € A, Ри, ° s u (uo). 注意 到 
s€ СС Уо, Ри (5) E u (v0), 有 Мурс) (и (0) 29) (и 
(v0)) 21-2. 
Жїл Р„°5 >Р, (5) 1<ГР РР, (5) 1<1- Масс) би 
(< 
由 z 的 任意 性 , 完成 定理 的 证 明 . 口 

1.8 定理 设 (X, 泡 (YY, 是 二 个 不 分 明 化 拓扑 空间 , WJ 

а= | %U)A%V)/Ux V 
UcX,VEY 

是 9x 锚 的 一 个 子 基 . 

证 明 4 

=f s¿/Uxy U| awo)xx V 
uc x ҮСҮ 

则 由 1.1 定义 知 , p 是 9x 4 的 一 个 子 基 , 因而 我 们 只 需 证 明 多 = 
o P EPET .. 

对 任意 WC Xx Y 


ФОС) =зир! min KU;)A min à( V.) | f CU; x y) n 
(хх У) = Wim, „ЄМ 

«әрі ЙО) лк УЙ ох ПУ, W,m,n € NI 

= (0). 
反之 ,车 W 不 是 一 个 矩形 , 则 (И) = 0; W = Ох У, UC x, 
үсү, ШЕ (Оху) П(ХхУ) = W,# 

(И) = 010) ХУ) = ф(ОхҮ) Л ф(Хх U)< (У). 

综 上 ,多 = Ф%%.0 

1.9 引 理 OXX X I) ARAMIS ИЕ ІХ, 
9. ):аЕ А} 8683825 H], 则 对 VZE XX. 

ЕВЕМ,*Р.(В)Е М, . 
证 明 
N.(B)= supa ФАС) 


T 29р ои аси Кх) іші Tap) Uap) ) 


= 
D=P, AAOS 


59. (Р.(с))<, СР в 70р) = N. P. (B). 
这 是 因为 x, € P, (О©Р, (В), Ж Х=Х.еАХ,.П 
1.10 引 理 BX Xa X Ta Г) АНАЛЬ 1] I Xa, 

9.):аЕ А ЯН, Л) 
Е P3 (Ba) ЄМ, В.Е М, . 

证 明 由 1.9 引 理 ,我 们 得 到 
ЕР, (Ba) E N, >P,(P¿!)(B,))€ N, >В. Е N, . 
相反 , №, (В,) =. р, (С) = Bes? (Pe (Ca))< 


дир. p? (Pe кау sup, рп) = МР (В. 


ЕССР, 


因为 对 任意 满足 z, € C,= B, МС, 都 得 到 zE P.'(C,)S P! 
(B,).L] | 

1.11 定理 BX Xar ХЛ СХ. 
B) aCA 28, НХНЕЖаел, B, X, М 

FX, e B,=X.,e ABa 

证 明 设 Pk: X,e X, X, 是 一 个 投射 , WEY K)(( K € 
А) — C (P,)) НЕР, (X,eAB,) < P,( X, eaB,), Ё Е Р, 
(XacaBa) SB, REIHER х= (xz,).c € Х,сАВ,, P,(z)= x 
(k) = x} € Bp, BI х = (xz,).ea € ХВ, 因此 ， infmin (1. = 
Х.єАлВ, (х) + (ЖаедВ.)(х))=1. 
反之 ， 对 任意 z= (z) aca E X. a AX. Ja 1.9 引 理 有 

EUEN, >P, (u) € №, 因而 ,对 任意 х = (z), ea ХВ, 


Хе дВ.(х)= ` inf утіп(1.1- №. (и) +ТОЙ (ХаелВь Z 


“ERX e AX, 
Øl) 
之 min(1.1 — N, (Р, (u)) + [(X,eaP,(u)) N 
(XacaBa) Z @]) = min (1. 1 — М. (P. (и)) + 
[Х.єА(Р, (и) NB) +01) 
2тіп(1.1- №, (P,(u))+ СР, (и) ПВ,901) 
> ¿nf min(1.1— N, (D) +[ ЮП В„5 @]) 


=[=,€ B, ] 
infmin(1. 1- (X, B,)(z)+ X,e B,(z))=1 
2 ЕЖІХ,єА5В, = Х,є2АВ,1=1. 0 
1.12 定理 RIX, n) a € hi 是 一 不 分 明 化 拓扑 空间 
Ж, (Xe AX, Х e AS.) EREZA, ЖУх = (taata Є Xaca 
X, Mao EA ЗёХ = Xa,” X ltal WEH Xap Xay) 
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证 明 МР, X. X, ВЫ, Х = X e AX, $ УР. |х, 
则 由 定义 得 LH(X。 Ха) ELI OMA ЛССР) АСС 199] 
=[M(/)A([C(/)]@[C(/"!)]))=[C(/)]@[C(/ 1)]= 1. x 
是 因为 [C( 有 )]=[C(/ 1)]=1. 下 面 逐个 证 明之 。 注 意 本 节 1.2 
引 理 知 二 C(Ps), 所 以 FF[C(Ps)]= ,inf min(1,1 — $, ( Y) + 


a€ A 


(Y)))=[C(/)], (1 是 根据 子 空 间 的 定义 所 得 , 所 以 [C( 了)] = 
1. НЕССИ") ]=1.[С( 19] = inf min(l,1- XI, lg, (В) 


Х 9.(Р.!(У))) (1) < inf тіп(1,1-7, (У) + XS. |g (|! 
0 ҮСХ, 0 аЄА ай 


+ Fa (/CB))) = inf min(1,1 — Фіх, (В) +$, (SCB) > inf 
min(1, 1- "lx (B) +7 (SB). HP ФИ, о’ 分 别 为 
Xx, 的 子 基 和 基 , 而 p 和 gp 人 分 别 为 Xsea5 的 子 基 和 基 。 我 
们 要 证 对 任意 BX,, 都 有 ФА, (B)<5, (/(B)). В sup. 
pC)E (АСВ). É СЄ Х,єАХ,) Н B= СПХ, , 车 gn 
(С) =0, W POSL SB) # ФАС) >0, W pA(CC) = sup, 
їр: 


inf 了 >0 = i = 一 
еч atp) ( Uatp)) X Ха й C pe Rao Pa 
D=P.(p Up)) 


(Оло), бир) € (Хар), B = Ba x X 12,1, 9 B= СП 
Ša» P Р,0С)=Р, |з, (В) = /(B), XAJ 1= [O(P, )], Ж 
WJ 1=[0(P,,)]= infmin(1,1— g( B) +7, (P, (B))). 因为 [O 
(P,.)]<inf min(1,1- X 9,(B) +$, (P, (B))), ЕИ eñ( c)< 
$, (P, (C) =$, (/(B)), ВА 
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p Sup, pC)< (/(B)), 即 РЯ (BS (/(B)). 


ШС 1)1=1. 0 

1.13 定理 1(Х,,2,)(:=1,2)Ә А90 НН ТЕЗЕ ФЕВ [Н], 
对 任意 A;EXii=1,2), 有 = 

HAER) Л (А.Е )—(А, х А) Є (NXN)s 

证 明 注意 到 1.11 定理 , 我 们 有 

[(A,€ $) A (A; € З)] 

= вар (Я (Ви) A ш Вг (x1)) A ‚ир (%(В›) A ОЕ 
(z2) 


I KPN 
с к E E 


(zx2)) 
= вир (@(Pr'(Bi)) Л ФСР "(В2)) A inf Ву (zi) A 


ВІА, В,СА, 
ДИ Bi (x2)) 
< -1 -1 - 
еи (B1)) Л ФСР  (B2)) Кылы! Я 
(Bi х B; )(=х)) 
< sup (NXN) PIB) Л (9х5) (Р'В) A 


Bx BSA XA, 


z€ 


ші (Bi x Bx) '(=х)) 
зир ((%x3)(Pr'(B,)) ПСР." СВ») A inf 


< 
B, X B,CA,x A, 


(B, X В) (z)) 


хх ; = 
n a х%)(В1 x В,) Аа x В2) (х)) 
= [(А, ХА’) Е (9 x5,)s]. 


92 商 空间 


2.1 引 理 (1) 设 (X, 沪 是 一 个 不 分 明 化 拓扑 空间 , / 是 从 
XAY ЕН, д] МЕХ У)), 

иЄ %® = (uw Ena | Ku 
是 Y 上 使 FFC(. 记 成 立 的 最 大 的 不 分 明 拓 扑 . 我 们 称 这 个 拓扑 为 
Y 上 的 关于 /和 5 的 商 不 分 明 化 拓扑 . 

(2) Y uS Y, =E UEF ef l(u)€C2Zy)) 

HEE Fy, Fy 分 别 为 X 和 Y ЖА S. — 98 . 

证 明 是 明显 的 . 口 

2.2 定义 设 X、Y 是 两 个 不 分 明 化 拓扑 空间 , 称 一 元 不 分 
明 谓词 QER YX) 为 不 分 明 闭 的 ,车 ОС): = (Vu)(x€9x)> 
(/(U)€ z). 

Вр, Ж Гм, WH 

[Q(/)] = inf min(1. 1-#у(ш)+®ү(/(и))). 

2.3 定理 (x, 9). (Y, 从 是 两 个 不 分 明 化 拓扑 空间 ， f 
ВМХ #J Y 上 的 映射 , 若 成 立 : = 

ЕСС ЛОС) СОР) A Q(/) 

则 勾 是 关于 /和 5 的 商 不 分 明 化 拓扑 。 

ЧЕН (ПЕСО ЛОС, ДЕС) BEEO(/). ВЕС 
(Ди Y УС У, Ко) Ко)). НОСУ u 
SX, и) К (и)). Я ГЕ ЕЙ. ВОДУ УС У, 0) = у 
(f!)X2)))2Z23(/ l(o)). ВУ УС У, о) = Ко)), 
Вр a ЕР 上 和 3 的 商 不 分 明 化 拓扑 . 

DEREC A Q(/) 时 ,证 明 完全 类 似 于 (1). 口 

2.4 ”定理 BXD (Y, W, (2,7 АЕ К 


BJ, 是 从 X 到 Y 上 的 映射 , 色 是 关于 A 和 了 的 商 不 分 明 化 拓扑 ， 
则 对 V z€ 2х, 

E=C(g)**C(g° f). 

证 明 直接 计算 便 可 得 证 , 留 给 读者 . 口 

2.5 定义 设 (X, 细 是 一 个 不 分 明 化 拓扑 空间 , R E X E 
的 一 个 等 价 关系 且 P 是 从 XX 到 X/R 上 的 投射 . # qa E X/R E 
KTP 和 了 的 商 不 分 明 化 拓扑 , 则 称 (X/R, 99) Ж(Х, 9) Т R 
的 商 不 分 明 化 拓扑 空间 . 

2.6 定理 设 P 是 从 不 分 明 化 拓扑 空间 (X, 外 到 它 的 商 不 
分 明 化 拓扑 空间 X/R 上 的 投射 . S 

(1)а.=(УА)((АЕЗ)—(Ю[А]ЕЗЭ)). 

az= (V A)((ACZx)>(U BC X/R:BSCSALCZ)). 
(2), =(V A)((AC2Z,)>(R[A]CZ)), 
В =(VA)((AC€C2 (U IBC X/R:BCA| €C). 

Ш()ЕО(Р) ао, (2) (Р) В,< в». 

证 明 3 АГА | = Р-(Р(А)) 0 ІВЄХ/Р:ВСА| 
=X~RİX~A], 直接 计算 便 可 得 到 . 口 
| 2.7 定义 设 (X, 引 是 一 个 不 分 明 化 拓扑 空间 . 称 一 元 不 

分 明 谓词 C,€ KPP) 为 不 分 明 上 半 连 续 的 , 若 

С,(9): = (VD)(Vu)((DED)A(UENDA(DEU)— 
(3 У) ((УЄ97) Л(УЄ9%0) Л(рсус))), 
其 中 P EX ЕБ ЖАЛ Н 2 中 表示 9 的 并 扩张 , 即 , 200 = 
[И я: ЖЕФ). 

2.8 定理 设 X 是 不 分 明 化 拓扑 空间 ,9 是 X 的 分 划 , 则 

F-C,(9)— ООР), 
At p EX 到 9 上 的 投射 . 

证 明 #[Q(P)]= inf min(11 -—#x(U)+#(P(U))) > 


t, ИТУ UC XX),%(P(U)) >; +#<z(U)-1.V DC 9 K U 
Єє%Х)Н DEU, $ у= P !(9—P(X— U))= ША:АЄ9-~ 
P(X~U)1E 0, 不 难看 出 DS УС. ЭЛЬ, 

Уу) =3%(9— Р(Х ~ U)) =%(P(X— U))2: +#x(X— 
0) -1=:+90) -1, F uÈ? ЕЖУ, B 1-2 
(О) + ай у 1 у)21-9 0) +900) >. 


因此 ，[ C, (9)] = inf min (1, 1-97(0) + 


D€, UE XX), DS 


cp o _ 扩 0) 之 + 因为 :是 任意 的 故而 有 [ C.(9)] 之 [Q 
vez | 


(Р)]. 
反之 , 若 LC.(9)] > 1, ЩЫ V DC 9, U € %XX), ЖЕ УЕ 
97 只 要 реп, RA DEVEU fl %( V)>:+%(U)- 1. 
V UE XX), (ПЕШ PUD 2: +2xy(U)-1.# P(U)= 
9, 则 是 显然 的 。 若 P(U)Z9, WXY D€ 9— P(U), DS X— 
U, 还 存在 Ур 使 得 Vp= О, а, DE V,<=U Не K Vp) 
>:#+%(X—U)-1.XFV D€ 9— P(U), НУ = ЕХ U, 
故 stp 守 9 一 P(UO). 所 以 
0Џ1р:рє9~-р(0)1<01(у:рє9-~Р(07)| 
= 0109:рЄє9-~Рр(0)1=0ір:рє9 
~P(U)}. 
即 , Ui Ур: DE2~P(U) =UID:DC9—P(U)]. АМ, 
ga P(U))= U9~P(U)=AP -!(9—P(U))] 
=Ж0Ф:рЕ9-РСИ)}) 
=3(U Í Vy: DC9—P(U)1) 
211114 Vr) :DC€C 9— P(U)]22: +3(X— U)-1 
=z#+Zx(U) – 1. 
这 样 , EILC) t. 因为 上 是 任意 的 ， ТОРУ, 
(9)1.0 


第 三 章 . 不 分 明 化 拓扑 空间 的 
可 数 性 公理 


31 不 分 明 集 合 的 不 分 明 可 数 性 


本 节 为 第 三 章 做 准备 工作 。 
设 和 是 一 个 论 域 , AC 2(X).# À 的 支撑 
зиррА = [z€ X:A(z)>0|. 
是 有 限 的 , 则 称 А 是 有 限 的 , 并 记 做 РОА), AEKA, 则 称 À 
是 可 数 的 , ЕАК СОА). 一 元 不 分 明 谓 词 ЕЕЕЗХ)) М FCC # 
(以 义 )) 分 别称 为 是 不 分 明 有 限 性 和 不 分 明 可 数 性 , 若 
FF(A):=(3B)(F(B)A(ASB)). № 
ЕС(А): =(3В)(С(В)Л(А=В)). 
1.1 引 理 对 任意 AEUAX) 
(D[FF(A|]=1-infla € [0.1]: F(A,)| 
=1-шНаЕ [0.1]: ЕА; 
(2)N[FC(À)]=1-infla € [0.1]: С(А,)! 
=1-шНаЕ [0.1]. С(Аш |, 
ЖФА, = 1.ЕХ:А(+)>а|, А] ={хЕХ:А(х)>а|. 
证 明 ”我们 仅 证 明 (2) 中 的 第 一 个 等 式 , 其 余 的 证 明 是 完全 类 
似 的 . 由 定义 可 知 
[ЕС(А)1=1- inf зир! А(х)-В(+)|. 
РЕПО 


因此 只 需 证 明 inf supl А(х) - В(х)| = а: С(А.)}. 
BeArEX 


事实 上 , Ф C(A,), WS 


Alz), хЕА., 
| 0, rEA,. 
于 是 C(D), Нш s| A Cz) - B(x) |<sup| A(x) -D(z)|] = 


万 (z)= 


supå (xz) 和 a. 因此 inf supl A(z) - B(z)|<intla : C(A,.)1. Ж 
х&А, вете x 
&,®ВЄ Хх), 则 对 任意 的 а >зир| À (x) - B(z)|, # AS 
supp. ХЕ, # уЄ А„, ША(у)2а>14(у) - В(у)|>2А(у) 
-В(у), Н В(у) >0, B, y € зиррВ. 因此 ,由 C(B) 可 推出 C 
(А.), 于 是 sup|A(z) -В(х)| =infla:a>suplA(z) —В(х)!| 
210 а: С(А,)!. 
即 反 向 不 等 式 也 是 成 立 的 . 口 

下 面 我 们 给 出 有 关 不 分 明 可 数 性 的 一 些 结果 , 至 于 不 分 明 有 
限 性 也 有 相应 的 结论 , 不 再 累 胰 了 。 

1.2 推论 C(4) 当 且 仅 当 [FC(4A)]=1 

证 明 车 [FC(4)]=1, 则 由 上 述 引 理 可 得 出 infla: C(A。)| 
=0. 

ЖУ V z € N, ССА). 因为 suppA = и? 1А С 
(A) 成 立 . 口 : 

1.3 引 理 对 任意 AÀ, 
=FC(A)>FC(f(A)). 

证 明 因为 /(A)r] = (Аг), C (Äta) 可 推出 C(CF 
(АЗ). АШ 

[ЕССКА))] =1- На: C(A ta) 

— шНа: (А) | 
= [ЕС(А)]. 0 
1.4 88 (1) 对 任意 有 A, A;， 
ЕЕЕС(А,) Л FO(A;)>FC(A,U A) 


(2) 对 任意 A;, ЄМ, 

HCY )G€N—FC(A))—FC(Ü Дә. 

证 明 我 们 仅 证 明 (2), 车 ССА), ¿€ N Ва = sup;>1 
ai W ССА, Dia) š € N, ЖП C( U%.(A;)r.). 因此 , inf {supa;: 
ССА), Е N| аа: C( Ü (Аш. 注意 到 [FC 
(ОА =1-ъа:ССОА =1- infla: CÜ AD), 
故而 : 
[СУ )G€CSN—-FC(A;)]=1- supinfla,: С(А у, 1) 

=1- inf(supa;: ССА) ЄМ. О 

1.5 引 理 ”对 任意 的 A,B， 

FE(ASB)—(FC(B)— FC(A)). 

证 明 1 Ж1.А©ЄВ.МУеЄ [0.1], A,SB,., B ССВ) 
С(А.). H 1.1 引 理 ,得 到 [FC(B)]<[FC(A)]. 

情形 2 АОВ,+ 

A ou РВ 

и „да 180) -D(z)|. 

由 定义 , 可 得 到 [FC(B)>FC(A)]=min(1,1- (A — )). 

E ASe 则 结论 显然 是 成 立 的 . ЖА >ш, 则 

А-и = su supl |A(z)- D(z)] - |IB(z)— Бои 
<sup|A(x) - (x)| =sup(A(z) —В(х)).` 

因此 ， [FC(B)>FC(A)]>min(1,1- sup(A(z)-B(r)))= [À 

СВ]. ERREF, 5 И=!х;ЕХ:А(+)<В(х)|, V= X— 

U, H 


_ Alz), хи, [Ata z€ 
Xz)=| 0, r€, 42(z) 一 0, хЕи, 
~ В(х), хЕи, ~ -人 z€ 
Ви) = | r€ Вз(х) = 0, хи. 


明显 , [АСВ] -= [ASB]. НУ АВ», 从 情形 2 有 
[А,СВ,1<ІЕС(В,) + ЕС(А,)1. В А.С В,, В.С B, с 
,有 
[ЕС(В) + ЕС(А,)]=1, [АСВ ]<[ЕС(В)—>ЕС(А»)]. 
因此 ， 
[А›©В›1<Г[(ЕС(В)— ЕС(А,)) А(ЕС(В)—ЕС(А»))] 
=[FC(B)>FC(AD:A ЕС(А;)1. 
ХНА=А,ЦА,, 01.4 引 理 (1), 得 到 
[А,СВ,]_<[ЕС(В) = ЕС(А)]. С 


$2 第 一 和 第 二 可 数 的 不 分 明 化 拓扑 空间 


2.1 定义 设 习 是 不 分 明 化 拓扑 空间 类 , 称 一 元 不 分 明 谓词 
CrE 甩 卫 ) 为 不 分 明 第 一 可 数 性 , 若 СХ, 9): = (V z)(( 32,) 
((%, FN,) Л ЕС(@.„)))ь | 
BD, C1= | int sup [FC(8,)1/(x, 9). 

称 一 元 不 分 明 谓词 Cr EAD) 为 不 分 明 第 二 可 数 性 ， 
# Cn (X,9): = ( 39)((% HI) A ЕС)(®)). 
即 Cr = | supl FC()1/(x, 9). 

2.2 引 理 УМЕЖСХ,9), 

=C (X, D>CI(X,D. 

证 明 IHES ZHI, «ЄХ, S 


ЖА), хЄА, 
0, хєА. 

На, НМ,, H 1.5 51 ИЗ а[ЕСО)1<ГЕС(а,)]. ЮЖ, 
[Cr (X,9)] = inf sup [FC(2,)]> inf [FC(2,)]>[FC(2)]. 
МТС: СХ, 9) 12зирГ ЕС(@)] [Ст (X,9)]. L! 

2.3 定理 对 任意 的 (X,9)， 

(АХ) ЛЯ С(А)ЕСи(Х, D> (Añ A = 0). 

证 明 ЖА 是 非 可 数 的 . 若 LCr (Х, DIS (АПА’= 
©) ] 不 成 立 , 则 有 ti г 使 得 

[Cr (X,9)]>:i >: >[a (АПА’=О)]. 
”由 定义 可 知 sup[ FC(2)] = [Ca (X, 9)] > ¿, ME 2 Е 9 6048 
[FC(2)]>:. 据 1.1 引 理 有 

1-шНа:С(%,)| = [ЕС(%)] > 11,  шНа:С(%,)| <1- 


%(А)= 


tH: 
因此 ， 存在 ao<1 ti 使 Cl, ). 此 外 ， 由 第 一 章 3.2 引 理 ， 
1— infN,((X—A)UIlzxl)=sup(1- N,((X—A)UIzx])) 
r€ A хЕА 
= supA (х). 
=[- (AñA = @)]<;,. 
对 任意 zEA4， sup @(B)>N,((X—A)U[zxl])>1-:. 
хЄВС(Х- А)! 
于 是 存在 В, 使 得 iy€ В, С(Х- А) z] B %В,)>1-1.>1- 
t> ao. BP, x E 8, . 由 于 对 任意 rEA, =ЄВ,С(Х- А) |, 
4 z, x> 时 ,有 B, #B;,. 然而 ;多 >1В,:хЕАЬА 是 非 可 数 
的 . 这 同 Сант Л 
2.4 引 理 设 和 是 一 个 集合 . 则 对 VY ¿€ $(2(X))#l € 
[0.1], 有 
(HADES) 


证 明 # B€ (sZ). W 
a Supa. ЕЭК С) = (В) >, 

也 就 是 存在 зах ПЯ В НЎУСЄЯ, (С) >л, С 
Є. МЫ B = ПаЄ (54,1) ®. 0 

2.5 定理 对 任意 不 分 明 化 拓扑 空间 艇 1(X,, In) a EA, 

E(Va)((a € A)>CI(X.)) 

(СС ХХ, ) (Э В)(ВСА)ЛС(В)Ә ЛУБ(ЬЄА ~ В) 
>(=] Ø, ZD). 

证 明 $ | 

a=[(Va)((a € A) >C (X, ))] = = inf Щщ 2500 [ЕС 


(а, )1, 
В= ІСі (XXa)] = еј, „ар [ЕС(%,)], 
у =[(ЗВ)(ВЕА)Л ССВ) Л(УЬ(ЬЕА-В)-=(9= 
10,хр)))] 
ов в ея олы 9(M)). 

(1 #а>5, В> 1, WV a EA, т, X. FEZ, F N, 使 得 
[FC(%, )] =1-inflA: ((#, Dra) >s, I, A, <1 — s 使 得 C 
((@, )i 1), 且 存在 BCA 使 得 C(B) 及 V5E A— B, МЄ%Х,) 
~10, Х,1,9,0М,)<1- ғ. XV r€ X c AX, E 


a=] В, (И, )/ P3 (Ua). 


a€ A, U EXX) 
(0926, ЯУ ШЄ&(Же,лХ,„), 有 
0.(u)= sup B, (ил) 


a€A,u ERX, ) u= P7 Ци) 

< sup N, (Us) 
a€ A, U ERX), U= P7 (U) 

= sup sup 2, (v) 
a€ Aru ERX), u= РГ (и) 6 Su, 


< sup ф(х) (4 xz, € Си, BF, z€ P'un) SP]! 


(иа) = u) 
< sup (X 29 )(»)= № (и) 
z€ уси аЕА 
дф ре 。 УРА), сл ВА. 


由 第 一 章 1.7 定理 (2), 得 到 
9®(и)= sup inf 0, (o) 
аах < Пани 


neak vea 
< sup inf №, (о) 
аА c X) Паи Ve 
< sup №. (ПМ = №, (м). 
ERX ед a) Па= 
НАХ, № хи, 则 
pr(u)= ф(и)= sup FT (wu) 
Ш аЄА, и EAX u= P] (и) 
< sup №, Сш) 


aCA, u ERX ), и=Р, Ҳи) 


< sup sup Ba (Ua) 
aCA, u ERX ) u= Pa Hu a € =, 


< зир 0,(0) (=, Єх, Си, B z € 
Pa Coa) EP]! C ua)). 
Ф (и) = inf p, (x) 


< 


. Su 
axX_c nas ine 
su inf sup б, 
зах 290 nasu иЄ rE ёар (ш) 


— ау ЗОВ пае ЕР, ЖАЛ). 
nf0,(0) 


S PE. ax 59Р, na 
= sup oQ). 
( 当 ЧЕК Xe aX,), П Y= u RfE X ,eaZ, ЧхЕ П „еа Со) = 
и, НФУ o € %,Z,= |: шо.) м, 
М,(и )<зирр® Со) зир ,Su бе (шо) = sup OMN(w). 


因此 有 Ө НМ, 
СОМНЕЖ А >2 - s t, # 


OY, о ИРЕ шы 


= ucl %, (ua)/ P; Cuta) ) 


аЕА и, ERX) 


= ( | 2, Cua) Ps Чин U Y 


Y, a€ A~B 


d име: аа-а U ЕР (ua): ua € 


и, EX x, ) 


ООО y ОО (uo). 


аЕА-В и, ER 
С U (Р; Cta) и. El) О {Xl. 
a€ B a , аеЕА-В 
于 是 (0.)0 是 可 数 的 . H 2.4 引 理 知 (ODS(CCO ) 1) 0%, Ж 
而 (24 )01 也 是 可 数 的 . 
综合 (i) 与 (让 得 到 
sup, [FC(%@.)]>[FC(8t9)] 
—inf{A: C(O ) LI) 
>1-(2-s-t)=s+zż-1. 
因此 , В тах(0. s + £ — 1). AX 5, t 都 是 任意 的 ,我 们 有 В max 
(O,a + y- 1). 
(2)# y <t, №] 
ех anm BER мех 19, Xap) И -Яжв(Мяв 2) = 
у<Е, Нл =|В:ВЕА HCB). РИ, FE ГЕ Хвел(А- 
BB) 使 得 - 
BER Wen IØ. Xn 12. Ira Ms))) < z. 
首先 ,我 们 可 知 f(A ) 不 是 可 数 的 . 其 实 车 不 然 , 则 F(A JE Л, 
进而 f(A(A))E AY(A) 与 fA(f(A))EA~/(A\) 同 时 成 立 . 其 


次 ,对 V5bEACA),， inf 1- Me)) <. 即 , 存在 M, 


Enx- (Ø. X 
ежх,) ~ (0, MYLEA). ЖЖ т 
€ X,e AX, 使 zEAM :我们 往 证 supa rw [ FC(2,)]< :. ЖЯ 
证 明 2 НМ, KA<S1- , (2, уг ЖАЕНГ ЕЗ. BEC nE 
数 的 . Vuela 有 
A <B, (и) М, (и) sup (Е (0). 
即 ,存在 VS U 使 得 


su inf Sup 9, (ua) = 
„ера e€saCA a EAKN wp Ни) Ё 


— (A) 
= Хе эр, inf ф (zo) = pr (vv)>A, 


Вр, 存在 AEA X ae AX, ) EN = V HxFV z € s 存在 a, € 
А, U, EXX, iE P¿1(U, )= w K 5, (U, )>А. BEEE п 
EN ал, а, san CA, tta, EXX, JG =1,2,:, n) E18 六 1 
Pa Cua) = võu Н 7, r Cu) PAGEL: v n). та (ар, 
1, 则 P,(u)= X, A, А, = {aEA:P,(w) 关 六 | 是 一 个 有 限 
R.Ş D= О еса „Аа: (8, u ERRA, 从 而 D 也 是 有 限 
的 . 因为 /( 人 ) 是 不 可 数 的 , ХОЛ) — DZ @. ОУ uE ub 
存在 ao€ f( A)— D, P, (u) = Xay 然而 ， 

. Ж; (о)2 №, Pa) (Ma D> X 5,)(P¿'(M,)) 


>p P; A Dp PI Ma, 25, ,0М,)2>1- 
Вр, 存在 СРМ, 8, CST 此 外 P, ев, 
рУ K 5 9, (0) > A ЖИ, 因 对 Va є 
(Jap Р, (и) = X | 
这 样 便 得 到 рен, нм ГЕСС, l H z 的 任意 性 得 到 
<y. 
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$3 可 分 的 空间 和 Lindelöf 空间 


3.1 定义 称 一 元 不 分 明 谓 词 әЄ 90 Х)) ЕЖА 
的 , 若 | D(A): = А=Х, 
即 ,D= | infA(z)/A. | 
xX) EX + 
3.2 EX 设 之 是 不 分 明 化 拓扑 空间 类 , 称 一 元 不 分 明 谓 词 
QE) 为 不 分 明 可 分 性 , 若 
d(X,9):=(3A)((ASGX)AC(A)A D(A)). 


即 ,Z= | sup [DC(A)1/(X,3) 


E ASX, C(A) 


3.3 定理 对 任意 (X,9)， 

ЕС, (X,9)>d(X,9). 

证 明 #[С1(Х,9)] >, WEE ЕЕ 

[FC(2)]=1-infla:C(2%#.)] >z, 
В, та: С(2,)1<1- t, HFE ао<1- z, $E С(9,), ЯМА Ba, 
中 的 每 一 个 元 素 里 选取 一 个 点 组 成 一 个 集合 A 并 证 明 [ D(A)] 
>t. 事实 上 ,对 YzEX, 由 第 一 章 2.1 定义 有 

N,(X-A)< sup (В). 
H A 的 构造 我 们 可 知 召 所 多 , Ч z€ BC X— A PI, (В) < ao 
<1-:. №, N. (X— A)<1- РЕ 

A(xz)=1- N,(X— A)2¿. 
现在 可 断言 [D(A)]= infA(z)2. H z 的 任意 性 , [Cu (X, 3)] 
<[4(0Х,91.0 

3.4 ЖХ (1) 设 XX 是 一 个 集合 . 二 元 不 分 明 谓词 KEHZ 
(ХХ) ЖХ) ЖУТКАЯ K 

K( А): =(#:2:6а)-(зв)(ве: A (z€ BD). 
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(2) 设 (和 X, 久 是 不 分 明 化 拓扑 空间 . 二 元 不 分 明 谓 词 K, € Z 
(#(%( X) x 红 X)) 称 为 不 分 明 开 复 盖 ， 

Кеб, А): = K(#, А) А9). 

3.5 定理 (Vindelbf) 设 (X,9) 是 不 分 明 化 拓扑 空间 , 对 
V АСХ, 

ЕСт(Х, 9) (У s) Ko, A)—>( 39)(((2< 4) Л K (9, 
А)) АЕС(9))) ЖЕ Я Х)) SHAX) Æ -Zia 
明 谓词 ,并 且 8 二 % 表示 对 VY MC XXX), %9( M)<%(M). 

证 明 #[Cuúu(X,2)]>,, ЕЕ SZHT, Н а0<1- t, #8 C 
(9, ). MH Y МЕ 2(9(X)), ЗАПЯЯЕ 

[K (sz, А)>(39)(((9<я) Л К(9, А)) AFC(9)) ] 2. 
В, [(939)(((9<=) Л К(9, А)) АЕС(9)) 12: +[ K (%, А)]- 
1. 

假设 [Ko(s А)]> д, ВИКО, А)1 + [529] -1>4. Ti о 
=[K(4,A)]. WILS] >д+1-д, ХУ BEXX).1- 4B) 
+7 В)>А+1-0о, TÆ s(B)+ À — a <39(B). HA 2 r S, FE 
ЊСХ) ВП М: МЕ. = B R nf (M) 2>s(B)+ À - 
с. I А 
УУ MC №, (М) >В) +А - о. (ж) 

令 M= Uges, +028. 则 由 (* ) 得 到 MSB, ,于 是 CM). 现 对 
УМЕ. 4, ËS Мм=1В:МЕВЕЯ, + -1l им = sup] СВ): B 
Е Nul, ЖУ e >0, FE Bu E Nu ЖА s Bu) > им - в. Ë № 
= Ви: MEM R | 
(В) = В), ВЕМ, 
0, BN. 
则 有 FAA 9% -a СМ. ЖШН АВЕ Л 和 


% ,。 1, 是 可 数 的 . 于 是 ， 

[FC(9*)]=1-infla:C(9F)|>1- (at a 2). 
# А«ао, ME z + [Ко(я, A)] -1=2- (1-7) <А — ae <0. 
ЖА > ао, MA inf Sup (B) =[K(s#% A)]= s> aot o- А. 
因此 , УхЕА, cE (0,4 — ao], 存 在 В, 使 得 x € B, € %XX), s 
(В,)>20- 6. 故 B, € £ + = Ав С.ж. НИ1М:МЕ p | = 
В.М M, x € M, RA Ву E Bu. € №, Bi, EMH 
(Ви )>им -e. 因 M.SB,, 有 

Bu )>=КВ„)-є>е- (є +8), 

РЁ, sup AOSA Bis )>о- (є + 8). AA 8 是 任意 的 


5ир ЭК С)®с ~ е, 
хЕСЕМ 
G =: 
ИШК, А)1= ih — (C) 
= іп sup SK(C)Z- =. 
TEA ECEN 


ВГС 3 DISA Л K(9, A)) AFC(9))] 
supl ((9'/" <) ЛК( 9", A)) АЕС(9")] 


>supmax(0. а -È +1- (aot a А) -1) 

=А-@о>Е+А-1. 
故而 由 4 的 任意 性 , 得 到 

[(39)(((9<5) Л(К(9, А)) AFC(9))]2: + [K (s, A)] 
-1.0 

3.6 ЖХ 设 二 是 不 分 明 化 拓扑 空间 类 . 一 元 不 分 明 谓 词 
了 E 甩 之 ) 称 为 不 分 明 Lindelöf Ж, Ф: 

 L(X,3): = ( V я) (Ку, X) >G DIDILA A K(9, X)) 

АЕС(9))). 


第 四 章 不 分 明 化 拓扑 空间 
中 的 连通 性 


$1 隔离 子 集 


11 定义 设 X 是 一 不 分 明 化 拓扑 空间 , 二 元 不 分 明 谓 词 

SE 多 HX) x 开 和 )) 称 为 不 分 明 分 离 , 若 
S(A, B): =(ANB=Ø)A(ANB=Ø). 

1.2 引 理 ХНИК, VA, BEX, S 

00А, В) = (АЄ3џв)ӯ A (ВЕив) Л(АПВ=О), 

(А, В) =(АЕЗ дув) А(АЄ# Ug) ЛАП В=0), 
ДЕ 5(А, В) (A, В) (А, В). 

其 中 ug 是 AUB 中 不 分 明 7 дув ЖЖ, 
证 明 BERAZA, B)= (A, В). + АП B= О, Ш 
然 成 立 [S(4,B)]= [e (A, В)] =0. MBR A ) B = .借助 于 
简单 的 真 值 律 计算 有 
[АШ(АПВ)=А1=[АПВ=@]. u 
BE[ACZ,us] = ГСаџвА=А1= СА П(АОВ)=А] ` 
= КОСХАПА) ОСА  В)=А] 
=[АПВ=0]. ` 

同样 , [ВЕЯив1=[АПВ=0]. 

从 而 引 理 结论 成 立 . 口 i 

1.3 定理 БОЛЕ ЖАМИ. 则 对 V y, Z 
=X,# ' . 
(DE(YED A(Z€#) >S( Y—Z, Z— Ү). 


(2)Е(ҮЄ97) A(Z€9)>S(Y—Z,Z— Y). 
证 有 明 (1) 95 Z— Y= ( YUZ)- У, Я 
Е( УЕЯ)—( YC3yuz)>>(Z— YE yüz). 

由 第 二 章 6.3 引 理 及 Y~2- (Y-Z)U(Z— Y)—ü(Z— Y).#8 

到 
FE (Y€ 2)— (Z— Y€ sly-pue-m) = (Y = ZE 

Fy~z Uz~Y)) 

МАН ЕЕ (Е 9)>(7— YERy-nug-v). 

最 后 再 注意 到 1.2 引 理 则 完成 (1) 的 证 明 . 
(CF(YEDA(ZEND XK~YEDA(X~ZED 
>S((X~Y)~(X~Z),(X~Z)~(X~Y)) 

—S(Z— Y, Y~Z)>S(Y~Z,Z~ Y).L| 

1.4 5 # Y,Z€ 2 X)H X= YUZ,WJxVA €g 
(Х),ЕАПС(СҮ-2)=@=А<©Л7Л. 

证 明 AA Y—- Z= X— Z, WE 

[АПСУ- 2)=0]= inf (1- A(z)) 

= if (1-А(2)) =ГАС2].0 

1.5 ЖЕ ZX E— Be Н, 则 对 V y, ZS x, 

(K=YUZ)ES(Y—Z,Z— Ү) + Ax= (АЙҮ); U 
(ANMZ)z. 

证 明 假设 X=YUZ, 则 

Ах= (АЙҮХО(АП2- Y)yx, 

FÆ АхПУ = ((АПУ)хП Y YU(C(AZ—- У) ПУ) 

=(ANY)yU(ANZ~ У). ПУ). 

同样 , Ax 门 Z2= (АП), ОСАПУ- 2) ХПА). 

ВНЖ, Ах (AxN Y)U(AxN2) 

=(ANY)yU(ANZ)zU 
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_ ((ANZ~ DxN Ү)›О((АПҮ-—2)хП\Л2).. 
此 外 又 有 
FS(Y~Z,Z~ Y)>(Z— Y)x(Y—-Z)=@—(Z— Y)x PEZ 
>(ANZ~ У)х=2—>(АП2- Y) EANZzNZ 


—(АП2- Ү)хС(АП2):-(АП2- Y)xN YSANZz. 
[РЕН ЕЕ 50У 2, 2— У) -(АЙҮ- 2) хПАС(АП У). 
由 于 总 成 立 AzsƏ(An Y)yU(A (12), КЇЇ 
ES(Y~Z,Z~Y) 

—((АП2-УхП (ППП, U 
(АПР); 


—AxS(Añ Y)yU(AñZ); 
Ах (АПУ) уШАП2);. 0 
1.6 推论 R(X, DÆ— 一 不 分 明 化 拓扑 空间 ， 对 YY, 22 


X, 

(1)X= YUZES(Y—Z,Z— У)—((АПУЕЯ,) Л(АП 
Z€z,)—(AGCS5)), 

(2)Х= УП2Е5(У-2,2- У)>((АПУЕЗ,) Л(АП 
2Є9,)=(4Є9)). | 

证 明 (1) Х= YUZ,WH 1.5 定理 ， 

=S(Y~Z, Z~ У) (Ау (АТУ) УОТА Т2); 

ЯНЕ(АПУЕЯ,) Л(АП2Є2,) 

—((АПУ)у=АПУ) Л ((АП2).=АП2) 

—=((АПУ),Ц(АП2).=(АПУ)Ц(АЙПЛ)=А. 
КЕ (Ах= (АП Y) UNZ = (((АП Ү)уЦ(АП2) = 
А)—(Ах=А)). 
НШ, Е5(У- 2, 2- У) ((АПУЕЯ,) Л (А П2Є3,) = (Ах 

— 101 — 


=А)). 
Ш,Е5(Ү—7,2—Ү)—((АП YEP MANZEFD>AS 
9х)). 

(2) 由 (1) 可 得 到 . 
X=YUZES(Y-Z,Z— Y)>((X— АПУЕ ЛХ 
А) П2Є9,)=(Х-АЄЯ%)). 
另外 , 显然 成 立 F(Ann УЕ) Л(АП2ЕЯ 2 )e((x— А)П 
ҮЄє#)Л((Х—А)П7Є®,). 
Е, X= YUZ2EES(Y—-Z,Z— У) -((АПҮЄЯу) A (A 12 
ЄЗЇ )—=(АЄЗ)).Г1 | 


92 连通 空间 


2.1 定义 (1) 设 避 是 一 个 不 分 明 化 拓扑 空间 类 , 一 元 不 分 
明 谓词 СКУ) ЖАНЕ, Е АПТ: 

КХ,9): =з (3А) (3 В)(5(А, В) Л(Х= АОВ) А (А 
2) Л(В+0)). | 


m= шы, G-ISCGA,B)D/(x,. 
E e-AEB, A 8+0 


(2) 设 (X,9) 是 一 不 分 明 化 拓扑 空间 ， 一 元 不 分 明 谓词 IEP 
(СХ) КАНЯ, 定义 为 : 

ТСҮ):=1(Ү,2| y). 

2.2 5 设 X 是 一 不 分 明 化 拓扑 空间 . У ҮСХ. 

БҮ) =ч (3A)(3B)(S(A,B)A(Y=AUB)A(Az 
@)A (B= @)). | 

证 明 由 上 述 定义 ， 

Б/(Ү) =ч (34)(3 В)(5у(А, В) Л (ҮУ= АОВ) Л (Аз 
@)A(B=6@)), 
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其 中 Sy 是 (Y, 71у) ЖАННИ. НЕННЕ (А, В) 
>Sy(A, В). #3: E, 
Е 5у(4, В) (АуПВ=0) Л (АП Ву=0) 
е ((АхП У) П В==0) Л(АПОВХП У)= 0) 
<> ((АхП(УПВ)=@) Л ((ҮПА) П Ву= 0) 
е(АхПВ= 0) Л(АПВу=0)65(4, В). 0 
2.3 引 理 R(X, 7 НИК 25 [8], 则 对 V y — 
X, 
ЕЦУ)<>(УА)((АСУ)Л(АЕЗ у) Л(АЕ,)—АЕ 
1@, Ур. 
Ня, 是 Y 中 的 不 分 明 I y HRE . 
WRH У) =ч (3А)(38В)(5$(А, B)A(Y=AUB)A 
(AZ@)A(B=@)) 
өз (3A)((AS-Y)AS(A, У-А)ЛА& | @, ү|)) 
<=>(УА)(- ((АСУ)Л5(А, У-А))У(АЕ!@, Ур) 
=—(УА)((АСУ)Л5(А, У-А))—АЕ!@, Y|). 
НХ[АЕ! 0, УНПЕ 10.11. 
КИЕ НЕ ЕННЕ-(АСУ) Л 5(А, У-А)>(АСУ)Л (А 
ЕЯ у) Л(АЄ3у). ПН 2.2 引 理 即 可 得 到 . 口 
2.4 定理 设 (X, 纺 是 一 不 分 明 化 拓扑 空间 , 则 对 V y, ZE 
X,FI(Y)A(Z=Y)—I(Z) 
ШЕ Ж YZ Z,WMJ[Z=Y]=0 H 
[I(Y)A(Z=Y)]=0<I(Z). 
现 假设 YC Z.#[I(Z)] = ей max(1- (91:) (А), 1- 7 
(4A))<z, 则 存在 ASZ ВА 0, Н(9 |.) (А)>1-1,95(А) 
>1-;. 
ЖЕІ:АПУ= 0. WE YCZ—-A,CLYCCL(Z—- А), Я 
Н А50, ВЕ zo € А. 进而 
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[I(Y) A(Z=Y)]<[Z= Y] = inf(1 — |Z(z)- Y(z)|] 
= min( іп (л), inf (1 - Ү(х))) 
<Y(zo)<supY(=) 
=1- inf(1— Y(z)) 
.=1 — inf min (1, 1- (УП7) (=) + (Z~A). 
(х)) 
=1-[YNZEZ~A]=1-[CzYSZ~A] 
<1-[CzYEClz(Z~A)A(Clz(Z~A)CZ 
—А)] 
=1-[CL,(Z— А)©7-— А] 
=1-#(7—А)=1-(|1,)(А)</. 
ВУ 2: АПУ= У. В ХМ ГСУ) Л (2=У)] <. 
РЗ. АПУ О, У. 由 第 二 章 6.2 定义 ,6.3 引 理 和 6.4 E 
JH, 有 
[ICY)A(Z=Y)]<I(Y)= inf шаха - (Я y)(B),1 - #y 
B<Y,B=#@, Y 
(B)) | 
<max(1- (Яу)(АП Ү),1-2у(АПУ)) 
<max(1- (7;)0А),1-2:(А)) <; 
Amaz #[I(Y)A(Z=Y)]<:. НЕ ВЕЕ ЕЙ 
的 . 口 | | 
2.5 定理 ИО, КУНМЕН. 对 任意 ҮС 
XQ € A), 有 
E YADI) A(VAD(VA2)4 SOY, Ya PCY, У,). 


证 明 BUOY У, 


= inf тах(1- (9 А),1-Я 
ASU Аслу ( Fluen? ), Uren Y, 


(А))<ь, 
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则 存在 АСО ел У, EAA, Uien У, 且 
(271 ол (А) 21-2, 90 y (А) 21-2. 


情形 1: FFE AÁ € ЛЖ АПУ, = @, Y, - ДЖ 
[(VA)ICYOA(VAD(VA)4 (У), У,)] 
<[(V OICY) 155,21 
ш „ү тек(1- (Bl y, XB), 1-7, (B)) 


ве BEIO, Yy, 
<max(1- (F| „САП Ya): 1-Я (АП Y,2) 
Smax(1— (Iu ry) A 1-Я, у(А))< +. 

НЕ 2: УДЕЛ, АПУ, Е |0, У, |, ШЖ ҮСА ҮС 
О елУ,-А(УАЕЛ). 

(ОЕ АТА f УСА, У U ел Y, А. WALS CY, 
Y,9]2[S(A, U Y,— A)] = min (Flu у )(А), у у 
(A))>1-;, В . 
[УАТС У, Л (Ул, СУ 427 SOY Y,)] 
«СОАУ Аз) 5 У, › ҮҮ] 

[+ $ У», Үе) ] <. 

(Ш) УДЕЛ, УСА. ЕЦ) ca NEA, RS AAU ел 
Y, HFE. 

Gii YAE A, SU,en Ya A. Ж ел U ел 

~A, БАРОН .. 

KAZ ЗН: [ТСО ел Ү,)1< 时 ， 

[СУ ГСУ) Л (Уд (У Аз) 50У, У.) < z. H z МЕ 
意 性 , 结论 成 立 . 口 

2.6 ЖЕ 设 (X,)、(Y, ИЖЕ, А 
SX, f€ z( УХ), W 
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ЕКА) АС()-—ККА)). 

证 明 [I1(A)AC(/f)]= тах(0, inf min(1, 1-ЖВ) +7! 
(B)))+[IC(A)]- 1) = тах(0, inf min (1, 1- UCB) +9! 
(В))))- sup min(3] A( C), (А С))) = а, ПОКА ))1=1 

сећа 
— „ЭЧ ‚ min( | ka) (B). Al aal F(A) – В) = В. 


Ҹу 
ЛИР Вос (А), B & iØ, (А), 使 得 


1- #1 кл) ( Во) < Е M1- М ka (f(A)- Во. 
所 以 存在 Е, БСҮ КА), #48 

-UB UF ) «г 和 和 1- ЖА) - ВО Е) <+. 
如 果 51 =1- UBU Fi) + 707 '(Во)) — min(8| (f (Во) П 
A), TACA- !(Ba)))>: flS,=1-%(/(A)- В) ОЕ) + $ 
(СКА) = Bo)) -min(3| (f !(f(A)- BO Y A),3] (A — 
УЧА) - Bo))) > z, WAST! (Во) - min(#] (Во) П 
А), 10А - 广 !(Bo))>0. 
所 以 我 们 得 到 

3| (f (Ba) ПА) >21 (A - f 1(Bo)) 

=] (f !(/(A)- В) ПА) > 

S| (A - f ККА)- Bo)) 

=Я (Z (ВоПА) 矛盾 ! 

2.7 定义 设 (X, 习 是 不 分 明 化 拓扑 空间 , 一 元 不 分 明 谓词 
К.ЕЖЖХ))ЖЯХ 的 不 分 明 连 通 区 , WEEN z € A € 2 
(X), 

K.(A):=((z=C€C A)AI(A))A(VB)X(z€ B)AI(B)— B 
СА). 

2.8 定理 设 (X, 急 是 不 分 明 化 拓扑 空间 ， А.ВЕЖХ), й] 
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ЕК,(А)АК,(В)—А=В. 
证 明 ШЖ К,(А)АК,(В)1>А>0, Ж 
тах(0, [К,(А)]+[К,(В)]-1)>А. 

由 定义 知 
[K,(A)]=max(0.[I(A)]+ inf [I(B)>(B'SA)]-1) 
[K.(B)]= max(0. [I(B)]+ BUA )>(AB)]- 1) 
НК, (А) 150, К, (DIŽE PARZ), 所 以 [1(A)]+ 
i [1(B)>(B'EA) -1+[1(B)] + int [I(A)>(A'SB)] 
-1-1>4. 
因此 对 于 取 B = B, A =A 时 ,有 
[ICA)]+[I(B)>(BSA)]-1+[I(B)]+[I(A)—>(ACB)] 
-1-1>4 
[ICA)]+1-[I(B)]+[BSA]-1+[I(B)]+1-[I(A)] + 
[А=В]-1-1>4 . 
ШГ ВСА]+ГАСВ]-1>4, AE 
[А=В] = (ВСА) Л(АСВ)121ВСА]+[АСВ]-1>4. 0 

2.9 定理 设 (X, 梁 是 不 分 明 化 拓扑 空间 , A ЄХ), H 

E K.,(A)—A€73. 

证 明 如 果 [K,(A)]>X， 则 min([ [CAD], inf (1- [1 

вп 0 


(B))>IK,(A)]>2. lk, ЕА ВЄ ЯХ), BN АС @, z € 
B, 就 有 1-[1(B)]>4, 即 y zhon- amin(9(G),3(H))> 1. Ж 
СЛН 


而 存在 G, H, ЕВ GU H= B, GnH= Ø, G, H# @, B %( G) > 

А, ЖН)>А. BUR B= іх, yl, EE y€ AS, >Z y. G = 

{ж}, H= іу, МАНИ G ЯН WEEER. 因此 , 对 任 

М уЄ АС, # 915,1) >24, ММ АС) = 4 Uiy1)> iaf yh) 
УЕА УЕА 


24. ШАЄЯ]2А. 
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2.10 定理 设 (X, 细 是 不 分 明 化 拓扑 空间 , A. BC (X), 
则 | 

ЕК. (А) А(В=А)—>К,В). 

证 明 如 果 BPA, ШІК, (А) АС(В=А)]<[В=А]=0< 
[K.(B)]. 

现在 我 们 设 ВРА H[K,(B)]< в, ЕЕК, (А) A( B= 
А)1& >, 那么 此 命题 的 证 明 就 完成 了 . 事实 上 , НК, (B)]> 
即 由 定义 得 到 
7 max(0.[I(B)] — Ро [1(С)]) < Е. WEE СП ВС @, х 

266 


Е С, 使 得 [7(B)]- (С) 1<2, 108) 1< + [ I(C)1. 下面 我 
们 分 两 种 情况 来 讨论 : 
AIKAI), WI[ICA)] - „ыб [КРИ 


(в)1- 100). 所 以 
[K.(A)A(B=A)]<[K,(A)] 
=max(0,[I(A)]—- sup [I(D)]) 

DnA 30 


=max(0.[I(B)]—-[I(C)])<¿. 

ЖП: КА)]>[КС)], # 2.4 Е КА) Л (В=А) = 
I(B), 我 们 得 到 [B 三 A ] 志 [1(B)], НТ 

[КА)]- „мә [I(D)]+[B=A]-1 


В+ Ау] 0001 1<z. 所 以 
[K,(A)A(B=A)]=max(0.[K.(A)+[B=A]-1)<z. 
О 
93 局 部 连通 空间 


3.1 定义 设 之 是 一 不 分 明 化 拓扑 空间 类 . 一 元 不 分 明 谓 
一 108 一 


Я CIE 久 2) 称 为 不 分 明 局 部 连通 的 , 若 
CI(X,3):=(Vx)(VA)(AC€C N,—-(3B)X((BCA)AIG(B)A 
(B€ N.))). 
Вр, ECX, DERRERS, 则 
[СКХ,9)]= inf inf min(1.1-N,(A)+sup([I(B)] A 
z€ X A€ XX) BS A 
N,(B))]. 

3.2 定理 设 (X, 急 是 不 分 明 化 拓扑 空间 , 则 

БЕ(І(Х, 7) = (УА) (А675 (УВ) ((ВСА) Л(К,(В)— 
(ВЄ9))). 

证 明 а= [СІ(Х, D], = (УА)(АЕЗ(УВ)((ВЕ 
А)Л (К,(В)>(ВЕ9)))] = inf min(1.1- ЖА) + infmin(1. 1 
-[K,(B)]+3(B))). В a >, ЕНЕ ВЕ. 这 只 需 证 明 对 VA4 
СХ МУВСА, 6 6=1-ЖА)+1-[К,(В)]+ЖВ)Е. & 
[K,(B)]=0, 则 结论 显然 成 立 . К, (В)1>0. Уе >0, FE 
+€ B #18 7В)2№,(В) - є. [е >т, MUFE В, СА, 1#18 1 
-N,(A)+[I(B,)]AN,(B)>:;. 

Ж rz& B, 1- N.,(A)2:, НМ 6Z1-%(A)2>1- N.(A) 
>t. | 
# =€ B,, 则 分 两 种 情形 讨论 . 

М 1: ВРОВ,. М б=1-ЖА)+1-[К,(В)]+ЖВ)>1- 
М.(А)+1-[К,(В)] + М,(В,) - =>1- М,(А)+1-[К, 
(B)] + М, (В,) - є22- е. | 

情形 2: ВУВ,, ШВОВ, ) > КВА КВ. 1, Е ó 

=1-ЖА)+1-[К,(В)] +ЖВ)=1-ЖА)+1-[1(В)] + 
sup [I(D)]+3(B)2>1- N,(A)+1-[I(B)]+[IC(B)I1A[I 
De ° | 


(В,)] + № (В) - 2 - ев. 
总 上 有 0217-е. Не 的 任意 性 , 0222. 即 p>. O 
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3.3 定理 设 (X, 当 是 不 分 明 化 拓扑 空间 , ДЕ (СХ, 7) = 
(Vz)|XXVA)XA€N,(V B)X(BCA)A(K,(B)— (B€ N,))) 

证 明 证 明 过 程 完全 类 似 于 3.2 定理 , 略 去 . 

3.4 ЖЕ 设 (X, 外) 是 不 分 明 化 拓扑 空间 , МЕ ( V z) 
(УА)(АЕМ,—=(У В)((ВСА)ЛСК,(В)—>(ВЕМ.))) АСА» 
Є 2) = (У р) ((рсАу) A(K(D)>DED. 

证 明 Ж а = max(0.3( Ao) -1+ inf inf min(1.1 — N, (A) 
+ inf min(1. 1-[K.(B)]+ N,(B)))). 

B=[(YD)((DEA0) л(К,00))+(рє9] 

= ілі min(1. 1- [K (D)] + AD)). 


假设 a>z, 则 对 VxzEX, УАСХ, BCA,# 
ЖА -1+1- М,(А)+1-[К,(В)]+ М, (В) >22. (*) 
往 证 8222, ВУ РСА, 1-[К,00)1+ %(D)2 z. Ж 
DZA, #48 1-[К,(р)] +) < в, WFE y€ D, fË N,( D) 
<z#-1+[K,(D)]=:-1+[1I(D)]- sp. [I(E)], X.JA( *) 


ENDz 

RE? 
188] 9 Ао) -N,(Ao) + 1+ №00) –- [K,(D)]> z, BICA) – 
N, (Ao) +1+ N,(D)-[I(D)] + „тә [I(E)] >z, МЫ z - 1 


+[I(D)]- sup [LCE)] + Ат N,(Ao) = [1(р)1+ 
END ZØ 

sup [I(E)]>:;, BHI 121+ Ао) - N,(Ao) - №(Ау) 22, Ж 

ЕП +0 


ИЖ . 因此 我 们 得 到 inf min(1.1- СК, (091+ 9р) 2. 


口 

3.5 定理 HIX n)a ECA Epemi Eik, 
(XacAXa Хед) ÆRES |н], 则 

ЕЦКХаеАХа» Хаел9,)=(Уа)((аЕ A) > I(X,,%,)). 
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证 明 因为 [( Va)((a€ А)—>С(Р,)1=1, МЫЕ1СХ Xa» 
24) >(Уа)((аЄ А)>ЦХ,, 3 2„))®&% АЛАУ ИУ. 下 面 证 其 
相反 的 成 立 ， 任 取 定 5= (6b,)€ XXa? Y= z€ XXa lla € 
А: же, |< а x= XX. Mt Y= X]= 1. 事实 上 ， [Y= 
X]= іш#(1- 1Ү(=х) - X(z)|) = ҮС. 而 infY(z)= и 


- №(ҮС)) = inf (1- sup 3(B))=1- sup (bs = 


z€ Y€ r€ B= Y z€ pc ve 


sup _ sup Я СС), 其 中 p, ф 9 分 别 表示 义 I 的 子 基 和 基 . 


z€ pe ve 


ЕЖ B€S(X) Н z€ BC УГ, ЖЯ зир ipfg (С) = 0, 否则 若 
бар, int pC) 20. 则 存在 м< ХО В ВЕЖ C€ <, 
ФСС) >0, 从 而 存在 BcSXX) 使 得 站 8c=C 以 及 对 任意 DE Be 
存在 5(D)EA M Usp) € (X, p) 18 Ри) (Uxo) = Р, ВП 
О, Pii (Usm) = C ff C = U s= ВС ҮС. RER yep) € Омр 
其 中 D€ #, Ж z, € X Ч5ЕА\ 16 (р): D€ Zel, m < 


[yap l x x lz SY, 这 是 一 个 矛盾 ,可 见 sup info” 
Ож= В CEW 


s€ AN 1200): РЕЗ 
(С) =0. 从 而 эр АВ) 0, Ы[Ү=Х]=1. 
如 果 我 们 能 证 到 [(Va)((a € A— (X, )]<[7CY)] 则 
[(Va)((a€GA)—1(X,)]<[!I(Y)]=[I(Y)]A[Y=X] 
<[I(X)]. 从 而 完成 证 明 . ER ye У, WEIS, =, Sc, lE 
А ЙИ У ЅЄА \ 15$, --, Зы, у, = bS 
В = Xg X (ую X: Ху, |х X {ol 
(y) 555) | 
= [bg] х Xs X lyg] x= x lyg |х X 1,1 
7 57$ 
Bip-1= ых вых xlo xX, x X lk 
(у) НУ 579 


= H = 


Blo) = [bs] хх lbg al X Хе, x X lel. 


根据 4.2 引 理 我 们 得 到 对 Vvy€ Y, Viky), ЕЕ НОВ, 
Xs), 同时 也 知道 对 Vi<k(y), BYN В}, 17 Ø, AX Y yE Y 
和 Vi<k(y). 有 [1(BY)]=[I(Xs)]. 所 以 

[(Va)((a € А)—=1(Х„)1=[‹Уа)((аЄ A)>1I(X.)]A 
(Vy€ YNV < (5) Н(В, Xg) ACY i< (У) (ВЕП Br, 1 
@))]<[(V yE Ү)(У А (у) (В) Л (У ;Sk(y)) 

(ВУП В}, 19 @) ЛСУуЄ YI U BOISI Y, U В) 
= [СУТ YSXISIKX] = [СХ Хо 1. 

这 是 因为 对 任意 уе Y Aly, ьс U P= Y. 口 

3.6 推论 B(X n)a EA ERREMIN ER, 对 
Va € A, Y € %X(X,), WJ 

ЕК X Yo X Tl ху) (а) (ав А)>У,, Sl у, )). 

证 明 由 3.3 定理 得 到 

EIX Yo X al y, DOV aa EAI Ya S| у, )). 
y= | Ily (PI x y u) у Æl X Yo X (5, 


aCA, uERY ) 
|y )) 的 子 基 ， 然而 我 们 知道 pl x y, ( X У, x | xY,) 的 子 
ЗЕ, 所 以 如 果 我 们 能 证 得 y= Ф ху, 则 我 们 得 到 ( X Yas X (S, 
ly D E(X Y, X Ta | xy) 事实 上 , ЖУ ZC X Ya 我 们 分 两 种 
情况 来 考虑 . 情形 1, 存在 65EA4 МшЕЗ(У,) #48 Z = P; ! 
[x ear w) W ф(е) = gP |x у (8 )) = 95 [ у, (ш) = 
SR 所 (и) % (и) = 


-1 
| 


P, 


sup 
_ 5-1 
x eA, РЬ DNX ел, 
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sup Ф(В) = іх, ду, (Py! lx av.) (u) = 9 


Py ea у С) ВПХ pe 4Y, 
Ix oy (2). 情形 2， z 不 能 表示 为 Pa '|x 。y〈w) 的 形式 ,a € A, 
z € SX Y, ). Жи 0(z)=0.glx.(z2)= smp „Ф(В)=0. 
因为 B 也 不 能 被 表示 为 P; (ИА, a €C A, u € XX, ). AZ 
= Фіх Уаз Ў 
or — A= 用 二 А = F 

XG 1 )= "= (рх 0.) 5 Xea Ya = X, 9 
X ea 0 

3.7 定理 设 ( XXa， хэ, 4) 是 不 分 明 化 拓扑 空间 簇 |(X。， 
9.):аЕ А КЖ, m 

ECI X Xa хэ, 2)е(Уа)((аЄ A)>CI(X,,%,)) 

A( 3 ACAEAACY EBEA- A)—>I(X,))). 

证 明 $ X= XXa- НЕХ 

[CI( хх. хә, „)]= inf inf min (1. 1- №, (У) + sup [I 
(B)]AN, (ву), 

В= (Уа) ((аЄА) = СІ(Х,, ° 9.))1= inf КЕ f nt min(1, 
1- N. (Ya) + зр [I(B,)]A N, . (Ba )), 
у= 103 A)(C(ASA )A(VD)CCEA- Л) I(X,)))] = 
д „д „ПО 

首先 我 们 证 明 а<8 Л у. 我 们 逐个 证 明 а<0 Ма<у. а 
>z, 对 任意 aEA Mr, EX, AR Ү,СХ,, Ж хЄР; Urt), Y 
=P¿'(Y,), WFE BEY, 84 1- N,(Y)+[I(B)]AN,(B) 
>r. 根据 3.6 推论 和 第 三 章 1.9 5 1.10 引 理 , 得到: 

1- N, (Ya) + sup [T(B,)] AN, (В,)21- N,(P;'( Y.)) 
+[I(P,(B))]AN, (Pa (B)]>1-N,(Y)+[I(B)] A N,(B) 
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21, Br, ap 成 立 . 

НҒ а>, 则 对 VY 2ЄХ,1- М, OO + supl (ВУЛ N, (B) 
= supl I(B)] A N, (В) >z. 因 而 存在 вех 以 及 zE CCB 使 得 
LI(B)]>: 和 ( XT a)(C)>1. 由 ( X $, „)(С) >т, WFE ZTP 
(X)#l мех Х), 对 任意 DEDM FE stp ЖИЕ «(СА 和 
Uar E (Хр), 使 得 F = Рдр (Инв), % = RAN РЕ) 

ах) 

(Uam = D, С= = U П Раю (Ор) <В 和 ИР Эц) 


DE ЕЕ 2 


(Uam) t 对 某 些 DE 8, 现在 我 们 取信 = la(F)IFE sl, 则 | 
Al<lsip|< 有 。 且 对 任意 5€4 A, ,(B)ƏB, П Ра 
(Uar) ) = Xa. FELA 

[I(X,)]=[I(P,(B))]>[I(B)]>:. KM УЕ. 

下 一 步 我 们 来 证 о> A У, BA y> :, W| @> 和 y>z, 存 
在 AS4 fB85XESK OCA A,LI(X,)]2>:. WHERE z€ X 以 及 
УЕЖХ), WR N. (Ү) =0, N] a >: 显然 成 立 . Ш N. (A)>0, 
由 sup ФСС) N, (Y) >0, 存 在 «X, ЖЕП = CS Y 且 对 
任意 BE ФВ) 2 №, (Ү) >0, 即 对 任意 BEw 存 在 apEALh 以 
RU, € % X, ), 使 得 Pa!l(Us)=B 和 C= Q Pa UEY. h 
B>z 得 到 对 任意 BE 都 存在 В, СР, (У) 18 1- N, (Р, 
(А)) + [АВТ А м. (Bap) >t. T D= lag BEH, MH a€ 
A XD Bl, FE В,<Р,(Ү) = X, E1- М, (P, (A)) + [1 
(Ba) JA N, (В,)22. 我 们 令 

G= ,pt mB” sero „^Х W1- N, (Y) +[1(G)]>1 
МСУ) + inf [DOBA 221-N,(Y)+£A inf (z+ М, 
(Р,СҮ))-10)=2+ iof (N, (P,(A))- N.(A))2:. 
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1-N,(A)+N,(G)21-N,(A)+ inf N,(P;'(B,))Z1 
- М.(А)+ inf N, (B,)21-N,(A)+ inf (z-1 T+ N, (Р, 
БЕРУ Л b bEDUA b 
(А))=Е+ inf (N, (P,(A))—- N,(A))2:. 
可 见 ар, 从 而 a 之 BA7Y. ЕЖ а= ЛУ. 0 
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第 五 章 不 分 明 化 拓扑 空间 
中 的 分 离 性 公理 


$1 分 离 性 公理 


1.1 定义 设 习 是 不 分 明 化 拓扑 空间 类 , 一 元 不 分 明 谓词 
7TE 纪 之 ), 称 为 不 分 明 Т, 分 离 性 (其 中 Ta Ts. Ta 又 分 别称 为 
Hausdorff\ 正 则 \ 正 规 性 )(i =0,1,…,4) 分 别 定义 为 : 

То (X,D:=(Vr)(Vy)((rEX)A(yEX)A (zZy) 
—(ЗА)((АЕМ,) Л (у&А)) У ((АЕМ,) Л (х& 
А)))), 

Ti (Х,9:= (Ух) ( Уу) (ЄХ) Л(уЄХ) Л (ху) 
—>(3A)X В)((АЄМ,) Л (ВЕМ,) Л(увА) Л (х6 
В))), 

T, (Х,9: =(Уз)(У у)((хЕХ)Л(УЕХ) Л (x= y) 
—(3A)XX3B)((A€CN,)A(B€N,)A(ADB=2o))) 

Тз (X,9):(V z)XV D)XX(z€G X)A(DC€2)A(z&D) 
—(3А)(3В)((АЕМ,) Л(ВЕЗЛ(ВЕР)Л(АПВ 
=g))), 

Ta (Х,9): =(VA)XVB)((AC#)A(B€2)A(AñnB= 
ø) 
—(3С)(3Н)((СЕЗЛ(НЕЗЛ(АЕС)Л(ВЕН) 
^(СПН=в))) 

由 定义 , 下 面 的 结果 是 明显 的 : 
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ETX, DTX. 9), ETA X. D>T (X, 9 

1.2 定理 RX. DETOM, BJ E TX, S) — 
(Ух)(Үу)((тЄ Х)^(УЄ Х) Л (ху) ч (хЕ ТУР Va (y 
Є1=1)) 

证 明 [T(x 9)] = infmax ( supN; (А), supN, (А )) = 
inímax(N,(X = у), N,(X - 1210) = infmax(N, 11), N, 
(122199) = infmax(1- |y} (x), 1- 15100) =[УжУ (хе X) 
Л(уЄХ) Л (ху) ч (Ely) Ла (уЄ1=1))) 0 

1.3 定理 ” 设 (X, 细 是 不 分 明 化 拓扑 空间 , МЕ ТСХ, 9)— 
Үл({х}Є®). 

证 明 对 任意 ть, z; Н z=x,, 

[Yerri € 2)]= 9 С хр) = inf%(1x1°) = inf $( X - 

r€ X r€ X r€ X 
{zl) 
=inf inf N,(X- IzS ,ein N,(X - [r2 SN (X- 


ER yEX- |1 


{zz! )< sN., (A) 


同样 我 们 可 以 证 明 
[У zzl EPIS арм, (В). 


[У =(12169)<, inf £ min( supiN;, (A), sN., (B)) 
= inf sup. дима N, (А), М, ,(В)) = [T:(X, 9) ] 


хүл XIEB. x 
另 一 ЖШ | 
[Ti(X,D]= inf min( supN, (A)) supNN,, (В)) = inf min ` 

(М. (X- 1521), №. (X - lzi1))< inf N, (X - 112) = inf 
inf N, (Х- іа) = inf KX - 1221) = if xl) = inf# 
z /€ X— tz. А z,€ X хЕХ тех 
(=) =1У riri EA] 
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因此 , [Ti(X,D]=[YVz({zl ED]. 0 | 

1.4 定义 jN, Ex ЖАНН АЖ. = N, Ж 
的 局 部 基 , 定义 为 : 

ЕАЄ М, 3B((B€2,) A(z=€ BCA)). 
Ш, 9, л 的 一 个 局 部 基 , ШАГУ A= X, 

N,(A)= sup %,(B). 

1.5 定理 车 多 是 z 的 一 局 部 基 , 则 
Е Т,(Х,9) + Ух Уу((хЕХ) Л (уЕХ) Л (ху) + 3A((A 
Е%,) Л(убА))). 

证 明 对 Vz,yEX Hx=y, 

sup, СА )<ѕырм, (А), sup АМИ. 
FE 

min(sup%, (A), sup ,(B))<min(supN, (A), supN,(B)) = 
Sup, тшм, (A), N, (B)) 
BJ, inf sp8, (А) inf a sup, min( (A), N, (B))=[T,(X, 
9] 
另 一 方面 ,对 任意 满足 zxEBSEX- (уі В, RIE y& B, Р 
вир„&д@„(А):>@,„( В), НЕ 1.4 定义 , 得 到 

зирвл9,(А)> _ зир „%,(В) = №(Х- Íyl). 
最 后 由 1.3 定理 有 

inf sup, СА)2 М, (X- ур) = ші ЕЁ N. (X- {у|) 
-ia р ly) = p] H 

1. 6 定理 对 任意 有 限 集 ASX, 

ET (X, D>A' =ø. 

证 明 AALA =o] infre М, (АО =) B 

inf N,( A° Ü ур) = infN, (А) = nf N, (Х-А) = ил, 


yE A 
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СП (X- [z]))Z inf infN,(X - lz=1)Z: nfN,(X - izi). 
z€ A yEA TEA xz y 
МУСА U 121) = infN,( X - (А – {у|)) = infN,( П 
(Х- 1510) 21а inf М(Х - {zl)>infN,(X- Íz). 
yEA хЄА-|у| ху 
因此 有 
ГА'=01= infN, (AU fyt) 
в sy BAU tyt), ipfN, (AU tyi)) 
230% х1) а Е. М(Х 121) 
= ія 10) = ipt dzl) [TX ND] [=] 
1.7 ЖЕ 若 乡 是 z 的 一 局 部 基 , 则 
Е Т2(Х, 9) > Ух Vy((z€ X)A(y€ X)A(z=Zy)—> 3 B 
(ВЕ%,)Л(у&В))). 
证 明 [УхУу(хЕХ)Л(УЕХ) Л (х=у)—=ЗВ((ВЕ 
2.) Л(у&В)))] 
= inf sup, min (9, (В), N, ( B°)) = inf „зар. min (@ (В), 


ху В 


sup %,(С)) 

y€ cc# 

= inf sup min(%#,(B),%,(C)) = i. „50р sup min 
zy ВЯ X) x€ GE =ø хЕ РС В, уЄ Ес 


(%# (D), %,(Е)) 
= inf sup min( „SR, A. (D), S 3 ,(E))= inf „500 min М, 


zy ВП 


(B), N, (С) 
=[7,0Х,9]. O 

1.8 定理 ОХ, DEFRA hZ, 
Ж Е Т2(Х,9) > УУ ЕУ у(( СХ) Л (хЄХ) Л(уЄХ) Л 
(РЛС ру) (х= у). 

证 明 [Ys Yr Yy СХ) Л (ЄХ) Л(уЄХ) Л (5р2) 
А(5 Ру) =х= у)] 
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= inf Б эшрМ„ (A) ү N, (В) 
= inf inf sup sp (N; «(АУ N,(B)). 


ху sC X ЧА 


(0 АПВ= о, Я S, 8 S СА, RA S СВ, Н 
м, (А) ЛСВ) sN, (A), 或 N, (A) Л М,(В) < supN, 
SFA SB 


(B). 
因此 ， 
зар (N. (A) A N,(B))< inf) supN,(A) V supN,(B)). 


故而 [ T. (X,9]<[V SVzVy(SSCX)A(z€ X)A(yC€C XIA . 
(sbx)A(s by) z = y) 1. 

(2) 首 先 , 对 任意 >. y€ X, Н zZ y, # supanp=o (N. (A) Л N, 
(В) <, ДАЖ АПВ = о, RA N,(A)<t I N,( B) < Е.В, 
4 AC (N.), ЯВЕ(М,), PF, АП В= о. WER S * :(N,),X 
(М)? Х, (А. В) хд. ве € АПВ. WER AC (N,),, B€ 
(№) „ж S SA S" СВ. МА, Я s* A 15° СВ, W 
A&N) B&(N,),, Ё №. (А) V N,(B)< z. 所 以 


sup sup (N,(A)V N,(B))<:. 
5" ФА S FB 


而 日 if sup sup(N,(A)VN,(B))<z. 
SSX sZA 598 
其 次 ， 对 任意 正 整 数 1, 存在 (zi， y) E4 хур HE 
„зир (N, (A) AN, (B) <[ Tx(X, DI+ /i 
因此 inf sup sup(N (A) V N, (В))=[Т2(Х, 9) ]+1/:. 
SEX SJA SB i ! 
于 是 我 们 有 
[VSVzVyC(SCXA)A(z€X)A(y€X)A(sPz) A (sP 
у) х= у] 
= inf inf зур ѕир(№, (А) V N,(B))<[T,(X,9)]. L] 
ry SEX sg AS 598 ` 
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1.9 定理 ЇХ, a € 4 是 不 分 明 化 拓扑 空间 簇 , 则 
F(Va)((a ЕА)>Т»(Х., 9.) > Ta X Xa Х.еА9,). 
证 明 , 假设 ше al Т(Х,) ] >, ХНЕЖаеА, 

sup min( N, (Aa), N, (Ba) >t, 


е жу, ABS X.A B = 
И, т, Ya E Xas LaF yas MEFE А’,В° СХ В АПВ = o 
BN, (Ач) >, М, (Bs)>z. 进 而 存在 Co, ОС X, 使 得 zs。€ С° 
СА", у, ЄрСВ?, OND = ө,2,(С%) >; HRD) >;. M 
欲 证 明 [ Ta(X。e aXs)]>z, 只 需 证 明 对 任意 的 xz, УЕ X c AX, Н 
ху, 
min(N,(A), N,(B))>1. 


ABEX ana 
如 果 лугу, ДЕТ p € А #19 2,7 уь, 且 进 而 存在 C, ОС x, 
使 得 ziE Cl, Є 1%, Пр = о, Н 2,(С%) >t, DL) >to 
因为 P (CO ПР; р) =ø, 

М. (PECCI NDE X 9.) PE (С), CY) > 
同样 , М,(Р;!(1%)) >т. 所 以 

up na „ЧОМ СА), N,(B))Zmin(N,(P; (C9), 


ABO Р АПВ= 
N,(Ps D9) >t. 
М: 是 任意 的 , 结论 得 证 。 0 

1.10 ЖЕ 设 关 是 不 分 明 化 拓扑 空间 , R 是 X 上 的 等 价 
关系 , 则 | 
(1) ЕТ,0Х/В) (РЄ, х), ` 

(2)Е O(P)—>((R€3yxxx)—> T,(X/ R)), 其 中 #yxx x 是 积 不 
分 明 化 拓扑 蕉 间 X x X ЖАН, P EAX 到 X/R 上 
的 投射 . 

证 明 (1) 
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[T, (X/R)] = inf sup min ( Му) СА), 
x. y€ X, P(z)# P(y) А, BEX/R, ANB=0 

Np (B))> t, WIHER х. y E X, FE A, BEX/R, #3 АП 
B=g, 且 只 要 p(z)Z P( y RA Nya (A) >t, Ngy (B) >t. 因 
为 N Ico (A) = ¿up u с), 则 存在 с #28 р(х) ЕСА HU 
(с) >r. НЕЕ, FE D Eplay) EDEB Н Жр) >:. MANB 
=ø, # СПр= о B3tm P (с)ӣ x P'(D)EX X X~ В. XE 
(т, у) EXXX- R, RNA Peo AP 且 进 而 有 C, D 使 得 P 
(z)€ С,Р(у)Єр, PI(c)xXP (DIEXXX~REAU)> 
t, UD)>1, | | | 

$8 Noe, (ММ, y СР" (в) X PEDDI) 
(Pe) x P 1(D))2>min(3(P 1(c)),39( P 1 (D))) = min (à 
(с), р)) >. 
因而 , [КЕ х1 = (9 x 9) (X x X — R) = 
„590, № СМ) >. 
H z 的 任意 性 , 48 [ T, (X/ R)]<[ R € ххх]. 

(2) 车 [OC(P)]=， inf min(1. 1-Жи) + р(и))) >; 
H[R€ хх] =, ым, s. Na, (M)> t, 
则 对 任意 НЕХ, 1- + р(и)) > s, BB ЯК р(и))>5+9 
(и) -1, НЕ z, y€ X, 存在 МЕХХХ- R, #8 (х, y) & 
R BEN c. (М) > Е. R 

а= | _,  min(8(A),5(B))/A x B€ #(%( Xx X)). 
则 不 难 验证 多 是 9X 了 7 的 一 个 基 . 现 对 任意 x. уЄХ, 6 p(x) 了 
(у), (т, у) & R, B šE # # MS X x X — R 使 得 

sup BLYE Na. yM) >t. 
Les xx X), (z.y)€ LGM 
Ш, 存在 А, BE XXE z<C A,y€ B АХВЕМ, ХА) >1,57 
(В)>:. НЯ АХВЕХххХ- R, РСА)П2(В) = в. 另外 ， 
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inf 
(=, у)ЄХхХ- R, 


Nsa (0(A))= „зи КС) p(A))>s +ЖА)-1> 
5+1- 1. 
同样 Nc (p(B))>s+zt-1. 
因此 ， Sup _ min (Nya (E), Мы» СЕ)) > min( N, СР 


E, FEX/R, En F 
(4)), Ny (P(B)))>s+t-1. 
BI, [Ta(X/R)] = nyer u Bp Sup лв. min( №) (E), 
М№у)(Е))2тах(0, 5+2 – 1). 
因为 ;.z 都 是 任意 的 , 故而 得 到 

[T,(X/R)]>[O(0)A(RC2y,x)]. O 

1.11 定理 设 (X, 细 是 一 不 分 明 化 拓扑 空间 , р 是 5 的 一 
个 子 基 , HS 

ТХ, 3): = УхУР(хЕХ)Л (РЕ A(z=& D)> 3A 
((АЕМ,) Л(АЙр=о))). 

Т? (Х,д:= VzVA((zC€CA)A(AC€C39)—> 3B((B€N,) 
Л(ВЄА))). 

ТЭХ, 9: = У=Ур((хЄр) л(рєф) + 3В((ВЄМ,) 
A(BED))). 
则 上 TX,D T3D(X,9), = 1,2,3. 

证 明 《1) 我 们 首先 证 明 

SP, min( N, (А), infN, (А)) = апар шт (М, (А), 7 
(В)). 
є АП D=o if, аж y€ D 和 y€ A, BRE y€ D НУ As, 
+TJEinf,epN,(AS) = 0. 从 而 公式 的 左 端 等 于 0, 而 右 端 也 显然 为 
О, 现 对 АПОР=о 时 加 以 证 明 . 因为 


sup min(N,(A). infN,(A))= _ sup тіп(№, 
AND= oe. AENAX) yED AND=0.AEXX) 
(A), inf sup 3(B)), 
D JEBTA 
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所 以 我 们 只 需 证 明 inf sup = зир _ ЖВ)В А. 
JED уєвсд АПВ=о,р=В 


对 任意 满足 A 门 B=g ШВ МуЕ DS=B,# УЕ ВЕСА‘, TE 
inf sup В), nsup „В ) 


уЄ ВСА 
另 一 方面 ,假设 9,= 1BlyE BCA:1, Wi 
inf sup (В)=. sup inf K fF(y)) < sup KYS 


JED уєвсА fema |ує AIYE f€ rI9 1ує А“! 
(у)). 
TRAU, enf) ED. WU ,єһ/Су) = В, Й BƏD ВСА, t, 
就 是 A 门 B=g. 于 是 我 们 得 到 

inf sup XB )<, nsup В ) 


x€ D уєвсд 
F , Б 
M ,sup yominC СА) ANB рев (B)) 
= зир sup _ min(N,(A).3(B)) 
AND=o AERX) АПВ=а, DEB 


= sup _ min(N,(A),3(B)). 
AnB=e DEB | 
НГ Tj) (Х,9) 1 = infmin(1,1— KD) + зир min( N, (A). inf 
(1-А(у)))) 
= inf тіп(1,1- KD) + sup min(N,(A), infN,(A°))) 
z&D AERX) ye D 
= inf тіп(1,1- HD)+ sup _min(N,(A),3(B))) 
260 АПВ= а. DEB 
= [Тз(х, 9)] 
也 就 是 F TX, > ТУ (Х,9. 
(2)[ TSI2(X,D] = infmin(1, 1-ЖА) + „зар min( N, (В), 
intN, (В‹))) 


= ш min (1, 1-9( <) + „5: min ( N, 


r€ AS 
(В), infN,( B°))) 
y€A 
= infmin(1,1 — K А‘) + sup min(N,( B), 
хбА вє%%) 
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inf(1 — B(y)))) 
= [750(Х,9)]. 
OT (X,9)]= infímin(1,1— Ф(А) + sup min(N, (В) 
М, (B°))). 
因为 pc 所 以 
тх, DIF[TI(X, DI =[T(X,D] 
ЯТТ (X, DISITPX, 9) ]. 即 要 证 明 对 任意 x € 
A, 
min(1,1 — А) + „їр min (N, (B), inf N, (BOD SLTH? 
(Х, 9) ]. 
ФТТ (Х, 3) ] = ó, WIER z€ X 和 任意 Di EXX), z€ Г), 
4iE (I 表示 一 个 有 限 指标 集 ), АЄ А, U e Niep, = A. R 


们 有 : 
1- @(D,) + вбати, (В), ЕМС”) >8 _ e, 


其 中 e 是 任意 正 数 . 因此 
sup min(N,(B), inf №(В)) > Ф(р )-1+0- е. 
B€ S(X) К i 


m g, =|B|BSD. I.W 
inf sup, min( №, (В), BEN, (В)) 


4,61, ВЕ 


М min( N. (/Q;)), AN QD: ) 


em 人 едр хе, 


пит (М, (/(à;)), a ым „С /С4,)°) 


= Su 
， fema, Ren р 


В сотто, СУА; )), infye аим (/(àA;)°)) 


леша! 
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= „зар min(N, (B), inf N,(B°)). 


yE ХЕ А, 
其 中 B = А). 
我 们 同样 可 以 证 明 
inf sup min(N,(B), inf N,(B°)) 
ДЕЛВЕЗХ) ye U, er, 


= ,sup, min( N. ( B), inf №(В°)) 


УЕ Urea Ya, erh, 


= sup, min( N, (B), inf N, (В°)). 
y€ A 


于 是 我 们 有 
sup min( N, ( B), inf N, (B°))Z inf і „ёр min( N, ( B), 
вех Е 


inf М, СВО) нЕ infg(Di)-1+6-e. 
УЕ, дел де i 


对 任意 满足 Uie A Пер, = А І, 和 A, 上 述 不 等 式 是 成 立 
的 。 于 是 
зар min ( N, (B), fN, СВ) > вр, inf вар 


AEA Пе, =D 


HPD ) 1+6 -в=ЖА)-1+д-е, 
即 , min(1, 1-ЖА)+ „8р, min( №, (В), М, (B:)))>ë- є. 
因为 Е 是 任意 正 数 , 当 es 一 0 时 , 我 们 有 
[Т2?(Х,4)]>8в=[Т?(Х.,32)]. 
+УЛЖЕТ»(Х,Э=Т#(Х,). O 
1.12 ЖЕ 设 (XX, 沪 是 不 分 明 化 拓扑 空 间 ， 
TID(X,D:= YAYVB((AENDA(BEDA(ANB= 9) 
>IG((GENDA(AEG) Л(СПВ=0))). 
ТО(Х, 97: =УАУВ((АЕЯ) Л(ВЕЗЛ(АПВ) 
—-3G((G€% A(ACG)A(GSB))). 
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ЖЕ TX, Do T$ (X,9), i=1,2. 

证 明 ”类似 于 1.11 定理 的 证 明 , Ж. 0 

注 , 同 于 一 般 拓扑 学 , 这 里 的 T, - 分 离 性 也 称 Hansdorff 分 离 
性 , T3- 分 离 性 也 称 为 正则 分 离 性 , T, - 分 离 性 也 称 为 正规 分 离 
性 。 


$2 分 离 性 公 量 之 间 的 关系 


2.1 定理 ВОЛН, Ш E T,(X,2) 
AT (X,9) >T,(X,9). 
证 明 ”我 们 要 证 明 
ІТ,(Х, 9) 121 - шиа(1,1- [Ts(X,9)] +1— [ T (X, 3) ]) 
=max(0,[ Tsx(X,3)] t [T (X,32)]-1). 
其 次 ,由 1.3 EATX, D] {М0 zle). 
于 是 730, 91+ [Ti (X,9)] 
= infmin(1,1- ID) + sup _ min (N, (A), 3(B))) + 
ЕР АПВ= о, DEB 
іп 20121). | 
z€ X | 
< in infmin(1, 1-3(1y1°) + „зар min (N, (A), N, 
(B))) + вы) 
= ipf ( ipfmin(1, 1—3(1y1°) + двар min( N, (A), N,(B))) 
+ ва" 5). 
< inf inf (min(1, 1-9 )+ АЗИР min М, (A), N, 


r€ X, rZ y 


(в) + A yl )) 
+ „ор  min( N, (А), N,(B))) 
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=1+inf sup min(N,(A). N,(B))=1+[T,(X,9)]. 
也 就 是 [T2(X,D] 之 [Ts(X, 91+ [Т(Х,9) 1-1. | 
因此 , [Т›(Х, 9) 122тах(0, [Т5(Х,9)1+ [Т1,(Х,9)]-1). O 
” 2.2 定理 设 (X, 梁 是 不 分 明 化 拓扑 空间 , 则 FTX, D 
ATI(X, D> T3(X,D. . 

证 明 显然 需要 证 明 [ T, (Х,9)]>[14(Х,9)] + [T,(X, 
9)]-1. 


事实 上 ， 
= inf min(1,1-min( IE), 9( Dr ))+ su min(7 
EnD=e АПВ= о, ЕСА, DEB 


(A),3(B))) + 807151) 
< шит (1, 1- min (2015 |<, D )) + 
хер А 
(A), KB))) + inf A |z1°) 
= infmin (1, max((1 - 7007) + sup min(N,(A), $ 
zD _ ANB=0, DEB 
(B)),(1-32(]z1]°)+ sup min( N (A),3(B))))) + inf% 
АПВ= о, DEB z€ X 
(121) O 


= inf max (min (1, 1 — F( D) + 
xD A 


su min ( N. 
NB= Pocs т 


sup _ min (N, (А), 7 
ПВ= а, DSB 
(В))), тіп(1,1- 20121) + _ sup min(N (А), K В)))) + 
АП B= а, D&B 
inf (| е |“) 
ЄХ А 
< inf тах (тіп (1, 1 7017) + sup та(№, (А), 7 
zD АПВ= о, DEB 
(В))) + 11), тіп(1,1- 2015) + ѕир min(N, (А), 9 
АПВ= о. DEB 
(B)))+3(1zx1°)) 
< іп тах (тіп (1,1 - 27017) + sup min(N,(A), $ 
260 АПВ= о, DEB 


(В))) +7115), 1) 
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<inf(min(1,1-3(D) + sup _ min(N, (A), NHB))) + 
х&р АПВ= о, РЕВ 
1) 
= inf min(1, 1- KD) + a up c min(N,(A),9(B))) +1 
(тух, 71+1. L] 
2.3 定理 ” 设 (X, 细 是 不 分 明 化 拓扑 空间 , S TPX, D: 
=VAVW((AC€C#A(WE€C3A(AC8W) 
—35((Ко(я, А) АЕС(5)) Л (УВ) (BEL) A (BC 
W)))). 
“MJ FE T.(X,9) Т(Х, 9). 
证 明 ”对 任意 满足 ACuCWhiju,js=lul, М 
[K (# А)1= [Ко Чи! , А)]=[К м, А)1+ Пи! 9] - 
1 
=1+9 и) -1=Жи). 
[FCO(s)]=[FC(1u1)]=1. 
ва, min(4(B), inf N,(B°))= inf min( |u} (B), inf N, 
ye w B€ XXX) УЕ w 
a > BUN (a) 
Бра А) AFCC, int РВ) ү (BD) 
Z=supmin(9( u), inf N,( u° )) 
Аси уе 


НИ Т?(Х,2)]:>[ Т,(Х,2)1. 
ЗЕЯ ОН ЖА ТС Х, 9) 1:>[ Т)(Х,5)1, #Ї1Т(Х.2)1= 
0, 则 不 等 式 成 立 是 显然 的 . 假设 [TS (x, ]>1>0, 
即 ，inf min(1, 1 — min( (Ае), A W)) 

+supmin ([ Ko (s4, A) AFC(sD)], ва, тіп(#(В), inf N, 
(B:)))>2, | 


因此 对 任意 AS W, ERE AN W: = e 时 ,我 们 有 
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1- шт(9 СА“), 9( W)) + supmin ([ Ко (56 А) ^ЕС(5)], 
Е, ,min( B), PiN, (В))))>А, (A) 
Jih supmin (LK (4 A) AFC (7) ], Бу; пип (.Z( В), inf N, 
EXX) š ye w 
(В))) 20.14 —_шах(0,А кан 5), <). Bl 
supmin([ Ко (5, A) AFC (5)]. inf min (2( B), inf N, 
ч : BEAX) yEW 


(B')))>A.. 
因此 存在 x 使 得 
min([Ko(sh, А) AFC(4)], inf min( (B), inf Ny(B')))> 
B€ %(X) | yew `: 
д’. (В) | 


(1) 据 公式 B, 有 
inf min(sK B), inf N,(B'))>4.. 
B€ XX) ye w 


于 是 对 任意 BS X 有 s< B)> 1 B infyewNy(B))>4', 进 而 BB 
S< W. ХА infyewN,(B')>X 中 可 知 对 任意 y€ И”, ЖЖ N, 
(Br)=supyepcgRB')>4 .故而 存在 一 个 By 使 得 y€ By S B 
而 且 AB*)>4. 记 B*=UewB;. 则 WSB*SB 且 RB”) 
之 infye и ВУ ) 之 4 .于 是 对 任意 BEW 和 (В) > X”, 存在 一 
个 BB* 使 得 WESB*SB HB S(B*)22”. 
(2) 由 公式 (B) 还 可 以 得 到 
[Ко(5, А) AFC(s)]22 . 
В, КО, А)] + [8E] +[FC(s0]-2 ` 
= inf ‘Sup (D) + inf min(1,1- sa) + Au) +1- infla 
|e(s&)1)-22>2 . (с) 
EAR) F, # <= X, СХ) =1, 于 是 得 到 
inf тона (1,1-5Ки)+Жи))<пиа(1,1- K X) + 9( X)) = 
u € 3( X) 
1. 
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因此 公式 (c) 等 价 于 
inf sup ЖР) >А' + ів ас). 
хЕА z€ ГРЕХ 
于 是 存在 一 个 8 使 得 c Сыз) Hinf re asupre pax% D) > + B. 5 
inf e asup єрсх0) = 8>8-— e, ЖН е 是 任意 一 个 正 数 , MI 
inf „зар KD) > maxlA’ + ,8-— e). 
因而 对 任意 z€ A, 存在 一 个 D, 使 得 MD )>max( + p, ó — 
=) Н Urea DRA. 
因此 可 以 把 它们 记 做 Ds, =1,2, ---, HAU УРА. 
根据 (1) 中 的 证 明 , 可 以 得 到 对 任意 Di, 存在 一 个 D; 使 得 
WED CDF НР: )>2”>2 -e. 
(3) 公 式 (c) 可 以 写成 如 下 形式 : 
inf пио(1,1 — и) + HA) >A + 8+1-8. ` 
因此 对 任意 u, 有 
1- Жи) + и) >24 +8+1- 0, 
Tj Г) >А + В-д + ЖГ) >24 +8-0+0-Е=А +8 
“>А'—є. 
(4) 注 意 到 公式 (4) 中 А ЯП W: 的 对 称 性 , 我们 改变 A 和 W: 
的 位 置 , 则 存在 Es, i =1,2,…, 80, ЕРИ" Н (Е) > X 
-є, НЯНЯ ЕЕЕ ВАСЕ СЕЎ НЕ) >” -e 
记 
u$= 0008 о} = ЕП (ОРУ ),i=1,2,, 
s= Ш иб, ЕП. 
f 则 明显 «А, CIW Ни По = д. 
另 一 方面 ， 
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Ки) =K Ü и) iK us) > infimi AD), min KES ))> 
#51 IEN IEN 1<;<; 
А’-в, 
H 0 *)24'- є. FÆ, ша(Жи) KENZ- в. 
== 1/и. M 
sup min(Hw), Hw)) Fsupmin( Ku"), 9( ən) 


uN o= o. АСи. u Со 
Zsup(2”- 1/n)= 2 
因此 对 任意 АП W: = о, 得 到 

min(1,1- ХА) ЛЖ) + | sup шт(ЯЖи),Жо))) 
>). uN v=o, АСи, v 
T+*E[T.(X,%9)]>[TË?” (X. 2]. D 

2.4 定理 BX, DETI ЇН], WJ 

EF Ts3(X,D AL(X, DT (X,D 

证 明 [Т.(Х, 9) АГ (Х,91>А>0. B, 

inf min(1, 1 - 9( W) + sup min(N, (а), inf N, (м ))) + 

z u w 


УЕ 


infmin(1, 1 — Ko (6, А) + зар [К (9, А) AFC(9)]) -1>4. 
(D) 
(1) 在 公式 (DD) 中 , 对 任意 xE AC W, ЗП <€ Z(%( X)) 8 
3(W),# B= W 
Ж В) = 
(B) о нЕ 
则 
1- ЖИ’) + sup, min(N,(u), inf N, (&))+1-[Ko (1 W}, 
A)]+sup[K(1 WI, AJAFCUWI 1>4. 
因此 ， 
1-S(W)+ sup min(N, (u), inf N, (u )) +1- 9( W) + 9( W) 
s€ XX) ye w 
—1>А, 
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В зар пил №. (и), inf № (а) = à — 1+ 9(W) + (S( W) - 9 
«ЕЭХ) уЄ 

uqa 1+3(W) ЛА). 
Ж зир, min(N, (u), TEN, (u°))=0, 


WALT X, $14. mkita 
sup min(N, (и), inf N (м) ) > шах(0, д -—1+3( W) A $ 
иЄ) ye W 


(А)) =4°, НХНЕЖ e>0, 1 
sup min(N,(u), inf N, (u))=8>8-e. 
«EAX) xe w 
因此 ， 
sup, min(N,(u), inf N,(u‘))>max(4',6$ — e) = 2”. 
иЄ уЄ w 
故而 存在 一 个 и 使 得 
N (и) > 4” WEN Си )>2”. 
y€ 
进而 , N, (и) = ѕир,єрс KD) > 故而 存在 一 个 D: 使 得 zE 
реш B ХІХ) >л". НЕЯ 
inf N,( DE )2 inf №, (а) > 2”. 
y€ W y€ w 
《2) 在 公式 (D) 中 , ЗАП s 使 得 


3(D,),# B= р 
£ = 
в) | оны 


JJ КС, А) = inf БЕ FD) +. inf  min(1, 1- а (0) +T 
(и) -1) = вез) inf A DE)>X . 
т sE, Е СЕ 使 得 LK (9°, А) | = ім, ед9 (Г) 


адаш 
-S(W)+ë+1—- inf (р, )+ ita (D, )+1-infla] C 


(@%)]-1-1>2, 
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BD, inf 2° (РЕ) >A -1+3( W) + inf se (05) - б+шНа|С(%)| 
2А -1+3(W)+infla | С(9) | -e 
ZA -1+39(W)A (A) – е 

于 是 ipf 9" (0): — e H D (DZA e. 

因此 ， іш, min(% (D), nf N, (D'))2> -e. 


(3) 在 人 起 (D) 中 ， 我 们 用 A # 9° 来 做 蔡 换 , 则 
1-0) +2-1-[К,(5, А) ]+[К(9, А) A(FC(9°)] - 
1>4. | | 
KAALI] = 1, [Ко(%*, 4)1=[К(9, А)]. 
- Я, K£, А)1= inf,e ns (D), 
РАК, (9, А) AFC(9:)] =[K(%, А) АЕС(%)] >A -1+7 
(W) + inf sf (ГА) - dA є. 
因此 ， f : 
min([ Ко (9°, A) AFC (9%)], inf min (9° (D). inf N, 
рех) w 
(D) e. 
取 e=1/n. 则 
supmin([ Ko (9, A) AFC(9)], inf min (%( D), inf N, 
9 рЕЖХ) yeW 


(D')))==sup(2”- 1/n)= 2“. 
n€ N 


因此 [T.(X,9]=[TË) (xX,9)]> 27, В 
[T,(X,39)]>[T,(X,# AL(x,2)]. Г] 
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第 六 章 不 分 明 化 拓扑 空间 
中 的 紧 致 性 


$1 紧 致 性 


1.1 定义 (1) 设 三 是 不 分 明 化 拓扑 空间 类 . 称 一 元 不 分 
WRR TEAD ERTER, 定义 为 
TX, D: = (V sb (K (S, Х)—(39)((9<я) A K(9, X) А 
ЕЕ(9))). 
(2)19(Х,5)&— 一 不 分 明 化 拓扑 空 Н], A= X. W 
Г(А): = Г(А, ЛА). 
1.2 定理 #(Х,»Ж— ЖАННЫ, AC X. lJ 
ЕГ(А) => (V Kolt A)>( 39<s0) Л К (9, A) AFF 
(2))). _ | 
其 中 Ko 是 关于 了 的 不 分 明 开 复 盖 ， 
证 明 对 任意 WERKRHX)), 令 
Y= [_=КВУАПВЕЖКА)). 
МЕ СА, ЕВ НИЧЕ АПВ, 
КОА) = inf sup С) = infsup| (В) | Е С=АПВ, В 
хЕА ЕС r€ A 
ей с; m 
= inf sups В) =[K(s4 А)] 
[EI] д] = inf min(1, 1- KC) +7 (С) 
= infmin(1,1—sup|s(B)| C= АПВ, BEX] +supi KB) | 
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С= АПВ, ВЕХ!) 
2101 тіп(1,1- В) + 4 В)) ССА, С= АПВ, BEX! 
= inf min(1, 1 — AMB) + 3(B))=[<&=3].. 


对 任意 ISS, 我 们 定义 “ЕЖЖХ)) К: 
ФВ) 若 BCA 
9 (В) = 
(В) о НЕ. 
Я] Y<. [FF(9')]=[FF(9)] Н[К(9’,А)]=[К(9,А)]. B 
此 , 有 
[Г(А)1® КОС, A)]<[ T(A)]S[ Ku (S, А)] 


<[ 39)((9< A К(9, А) AFF(9))] 
<[39)((9’<5) A К(9’,, А) АЕЕ(9))] 
<[(34)(%<»я) ЛК(9, А) АЕЕ(@))]. 
МА Г(А)1:ЁКо(я, А)]ос[( 4@)((@< м) A K(#, А) AFF 
(2))]. О | 
其 中 К’ 是 关于 Ia 的 不 分 明 开 复 盖 。 所 以 
[PAIS inf (Кобо А)]сс[( 39) (<) A (K (8, 
A) AFF(2))]) . 
=[(Y 4) (Ko( А) = (39) (BKA) A K (#, A) AFF 
(9)))]. 
相反 地 , 对 任意 НЄ #(%XA)), [9214] = infgcamin(1, 1 — 57 
(B)+3] (B))=A,MDWEE n € N MBETA. 
вирі С) В= АПС, СЕХ! =32]А(В)>А +В) -1- 4 
НЯ СВХ #48 В=АПС, А. ХСь) >А + В) -1-1/п. 


令 


Z= | _ тах(0,4 + KB)-1-1)/C€2(9(X)). 
ВСА п 
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WIE] =1 B. | 
[К(Я, А)] = infsup|S( С)|хЕ CS X] = inf заря Св) 
хЕА r€A z€ B 
> inf sup(à +B) -1- 1) 
хЕА «Е on 
= inf sups В) +А-1- = [Кл А) +4 1-2, 
| хЕА z€ n n 
[Ко А)1= [К(% А) ]>max(0,[K(s)] +a -1-Ż) 
>max(0,[K(4, A)] + à —1) -i= [К А)]- 1. 


对 任意 9< E 

9 = |, 9(Cs)/ B€ %(9(A)). 
JJ <<, [FF(9)]=[FF(9)]B[K(2%', A)] =[K(9, A)]. Ж 
而 
КУ (K (Z, A)—>( 39)((9< A) ЛК(9, A) АЕЕ(9)))]© 
[К^ (s, А)1- + 

<[(У я) (Ko (s А) + ( 19) ((9< A) A K (9, A) AFF 
(®)))1@@К еб, А)]- =) 

(Коб, A)—>( 39)((9< A) A К(9, А) АЕЕ(®)))1® 
([K (S, А)] 

<(39)((9<Я) ^К(@, A) AFF(9)))] 

<(39)((9’<я) ЛК(9, A) АЕЕ(9’))] 

<( 39) (ALA Л K(#, А) AFF(9))] 
‚ © 2 一 oo, 则 得 到 ' РА 

[СУ (Ко A)>( 39) ((9< 50) ^к, А) AFF(9)))]@ 
[K (4 A)] . 
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<( 39)((#<s A K(2, A) АЕЕ(9)))] 

[СУ DKCS А)>(39)((9<) Л K(9, A) АЕЕ(9)))] 
<[K (5, А) 1%[( 39< A K ($, А) АЕЕ(%)))]. 

因此 ， 

[СУ ACK A) >(I DIKA A K(9, A) AFF(9)))] 
< ш СК”, (s, A)]ec[( 39)((@< s) Л K (#, A) AFF 


3€ XXX X)) 
(%))]) 

=[Г(А)1. D 

1.3 定义 EXEDRA, 称 一 元 不 分 明 谓词 AEAF 
(AXD ЮКА ЕЗ, 定义 为 

ЛО): ( V DASA) Л ЕЕ(8) = (3 =) (УВ) ((ВЄ9) = 
(хЄВ))). | | 

1.4 ЖЕ 设 (X,9 是 一 个 不 分 明 化 拓扑 空间 ,9 是 了 的 一 
个 子 基 , RZ 

ви: = (V D (Ку, Х)—(39)((9<я) A K (9, X) AFF 
(9))). | 
Ни KAS X): = K(#, X) A (ED, 

В: = (У 5)((5 EX 中 的 万 有 网 )-*(3z)((zEX)A(SD 
z))). 

Ву: =(\5$)((5$Е М(Х))>(3х)((Т< 5) Л (хЕХ) Л 
(Тр =х))). 

Ва: = (V S)((s€ М(Х)) (7 (айһ5=а)). 

ёз: = (У) (Е 9 (9(Х))) Л (=) АИ (5) )> (Эх) 
(УА)((АЕ5)-(хЕА))). 
ЕГО, 9) >18, =4,2,3,4,5) 

证 明 (а) 925 ФЕЯ, АННЕ < [£C g] 6], ВТА 
ALK 4 X) ISIK (s, X)], ТГ Х, DISIA]. 
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(Р) [№] = іазор, ех15 > r]|S ЖХ 中 的 万 有 网 1. 

OFX EARD, S XS | а, хо, Inl 注意 到 对 XX 中 的 
任意 万 有 网 S, 都 存在 io€ 11,…, m1 使 得 S S |z, ETR, 则 
HER El omh S Élah, S EX- irl ESENE- 
121) = о, 显然 是 矛盾 的 , 因此 , 只 要 S ФА, 那么 由 于 对 任意 之 
MA, FAEN, >z€ A, НМ z; & A E N, (А) = 0, 所 以 ， 

[SPz 1= inf (1- N, (A))=1. 

° ФА io 
BJ, 得 到 [ 8] =12[A,1. 
(让 在 一 般 情况 下 , 对 任意 Є [0, 11, #7 [ №1 <, WE X 中 


存在 一 个 万 有 网 S 使 得 sup,e x[ 5 >Рх1<л 且 对 任意 xzEX. 
[Sbx]= ш (1- N,(A))<A. 
| SFA 


即 , tE АСХ 使 得 S ZA 且 N(A)>1- 1. 因 9 是 了 的 一 个 子 
Ж, ФО ЗЕ, 故而 由 基 的 定义 知 

зир,евсдф (В) >1-А. 
即 , 存在 ВСА 使 得 z€ BCA Н 

sup|ming ( Ву) | ПлелВ) = В, В, ХА EA) 且 A 是 有 限 
的 | = ®(В)>1-4. 
因此 , 存在 一 个 有 限 集 人 和 В,=Х(АЄ Л) ПлелВ, = В Н. 
对 任意 ME Л, p(B) 21-4. AX S ZA 且 信 是 有 限 的 , 则 存在 
1(z)EA 人 ,使 得 S ХВ): Ë | 

%= | ФВ) / Ваа): - 
Ф 9<54, 则 对 任意 c>0， DEl Bin l rE X}. 从 而 对 任意 ВЕ 
9,, 因 S 是 万 有 网 , 故 S ÉB RS SE. # 

[ЕЕ(9]] =1-шНаЕ [0,1]: F(2,) = z. 
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则 对 任意 nEw, 

infla [0,1]: F(9,)| <1- + L. 
且 存在 aa <1- t + 1/n #48 F(9, ). # ад =0, WJ AX) = 9, , É 
有 限 的 ， 由 (i) 得 证 。 车 ао >0, 则 对 任意 BED, SS, 因 F 
(9, ),# S СПІВ: BEL |50, 09, # X НЕЕ 
X EHER BE 9, , 有 z & B. ЯЖ, # z€ B, M B & 9, , BJ 9 
(В)<аь, | А 

[K(9, Х)] = inf зир9®(В)< <1- к. 
令 n>, 8 К K(9, X)]<1- ; R[ K (9, X) АЕЕ(9)] = 0. № 
外 , ЗАП K, (h, X)]21- г. ЗЕ, [42 2]=1 НИ rE 
Bita)» [ K, (5%, X)] = if sups% (В) Z inf s ( Bica) ) > info 
(В, (2))221- А. | 
故而 最 终 得 到 

[AA] = inf[K,(s, X)—>( 39)((9<s@ A К(9, X) АЕЕ(9))] 

 S<S[K,(s%, X)>( 39)((9<)A K(2, X) AFF(9))] 


А 
注意 到 4 的 任意 性 , 482|[ 0, 1< ГВ]. 
(c)H J. L. Kelley 所 者 一 般 拓 扑 学 (General Toplogy, Van 
Nostrand, New York, 1955) [3] 中 问题 2, J (g) 的 结论 即 可 证 得 
(qd) 由 第 一 章 5.2 = (4) Я ЕЯ В, ] = [4%]. 
〈e) 征 证 [8 |< [ 851, 对 任意 wE 2(9XX)), HID] = À. 
则 对 任意 а>1- д, А, A2,…, A, Є, WJ A:N ПА, 76. 
事实 上 , 令 | 
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B= F715K Ai)/ Ai- 

则 2<>/ Н[ЕЕ(®)]=1. ел ta- 1, WE 

1 -e<ALLFF(@) + (3 х) (У В)((ВЕ®)—(=ЕВ))1= 
sup ИН (В). 
因此 存在 z € X 使 得 4 一 e <inf, вв(1- 2(B)). 由 zo & B 可 推 
Е Ж(В)<1-А+є=а K xo € Па, = А.П: ПА». 

现 令 = Ід, П: ПА lnEN, А, ~, An E Sl В 5:0, 
Х,В-»хвЄ B, ВЕ а, 则 不 难得 知 (4, C) ЕА S 是 
X 中 的 一 个 网 , 因此 ， 

[64 = я (adhs==g ] = supzex inf (1 = МСА). 


ВСЯ] = u, 则 对 任意 BC #(Х), К B)<1 +#(B)- м, В 
[GED АЙ(я)—(3х)( УА)((АЕ5)-—(хЕА))] 

= тіп(1,2- р А + suprex inf (1 — ЖА)) 

因此 , 我 们 只 需 证 明 对 任意 z € X, 


inf (1- N,(A))<2- g À + Е -КА)) 
ЗФА . х&А 


即 , зирКА)<2-и- А + МСАТ а>1-А ЖМ. 
z&A SA 
ЗУ ¿C [0,1],# sup, АКА) t WFE Ао 使 得 > & 
Ао B z< Ао). 
E 1: <1- A. WHEA £<<2- u 2 + sN, (A). 
А 


WE 2 >1-А.Ф а= +1-34)НЖ AG, AoE s 
此 外 ， <s AI) 委 1+ 甩 4o) а» ГА +и-1< Ао) = KAY). 因 


H А.Е U, TTH $, Е Ао, Й ВЕСА, H S Ч Аб 时 Sg & А5. 因 
此 ， 
2-р-А+ рМ. (А)22 y -à + №, (А$) 
А 
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>2-и-д+ЖА) 2+ (1-4). 
注意 到 : 是 任意 的 , 所 欲 得 证 . 
(Р) ЕВГ, =ГГСХ, 9) ]. 
对 任意 € 2(9(X)). S 


=f KAVA. 
AEXX) 


则 Е (9) (СЯ). 
Е FF(SD ЕЕ( 5). 
Е (@<s#)< (#c <s). 
Е К(м, Х) юч (Ах)(У А)С(АЄ н )—=(хЄА). 
Eq (5) =*( 3 2) ( (<) Л FFA) Ач (3 х) (УВ) (В 
Є9)((ВЄ Я) -(=ЄВ))). 
—( 39)((#c<çsp Л ЕЕ(%) АК(%,Х)) 
**(39)((9<я) Л ЕЕ(9) АК(9, Х)) 
ЕВ; (V 5) (СЯ) АЙ (0) (32) (УА) (АЄ SSL) 
=(хЄА))) 
(V AULES >(I) (9х) (УА) (АЕ 
Ж) (хЄА)))). 
**(УА) (5С) >a (Эх) (УА) ((АЄ ж) >r 
ЄА)) >a (52 ))) 
(У 9) („С 9) >K, Х) = (29) ((2<50) ЛК 
(9, X) АЕЕ(9))). 
(Y 5) (07) АК (9, X)>( 39)((9) <s) ЛК 
(9, Х) АЕЕ(9))). 
ө[г(Х,91. 0 
注 :1.4 定理 中 F ГОХ, Nop 是 一 般 拓 扑 学 中 Alexander УЖЕ 
理 的 推广 。 
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$2 某 些 紧 致 性 质 


2.1 定理 设 (X, 儿 是 一 个 不 分 明 化 拓扑 空间 , AS. X, MJ 
Е Г(Х, 9) A(AC€C2)>T'(A) | 
证 明 ЖАЄҖ&А)),Ж ЖЯ S€ 3(9(X)) МТ: 
ЖВ) Ж ВСА 
0 ЖЕ 
WJ ЕЕ(01=1ЕЕ(501, В. 

sup int (1 9(В)) = sup( it (1-S(B))A в а-я 
(B))) 

=sup inf inf (1- ЖВ)) 

х&Х r& ВСА 


В) = 


r€ X 
=sup inf (1-sK(B))Vsup inf (1-5ХВ)). 
хЕА х& ВЕСА тА х&В=А 

E rA, ШЕЕ z € A, 


inf (1-Җ(В))= if а-эКВ))< inf (1- HB)). 
т &BSA BSA хЄВ=А 
因此 


sup inf (1- K B))= sup inf (1-—.(B)). 
z€ X z& BSX хЕА х& ВЕА 


1001 = inf min (а, 1 - [FF(9)] + sup int (1 — 3 
8<7 хЕХ r&BEX 


(В))). 
= infmin(1, 1-[FF(2)] + sup nf (1-%(В))) 
=[1(01. 


KANDILA A] = А) © inf min(1, 1- В) +ЯА(В)) 
= inf min(Z( A), max(0, AA) +#|A(B) - KB))). 
ДА) +ЯА(В) -1<%A)AZIA(B) 
= ЖА) Asul ABIB NA = В, В’=Х} 
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=sup{ ЖА) ЛЖВ’)|В’ПА=в, В'СХ! 
<Ззир!ЖАПВ”)|В”’ПА=В. B' EX! SKAB) 

Ж А)@[ =] A]< inf min(1, 1-яВ)+ЖВ)) 
= infmin(1,1— (B) +%В)) 


= [569] 
进而 , H 1.2 定理 得 到 

ГОХ, DIRIA € Z]@[ ©] A]@[ /I (s ] 

«гох, ЈОГА (5) ] 

<sup inf (1- В)) 

z€ X =& BX 

Ssup inf (1- KB)). 
Вр, IPX, DIGLA EFAS (157 АЛ (50 196 sup а 
-ЖВ)). 


因此 ， 
[T(X, DISIA € 2] 
< inf (СЯ АЈТӘГИС0 1) осѕир inf (1- В))) 
чЄя9Х)) дЕА r& BZA 
=[Г(А)]. О 


2.2 定理 设 (X, 外 与 (Y, 和 是 二 个 不 分 明 化 拓扑 空间 , / 
€ үх, д] 
Е ГСХ, 9) AC(/)—>T'(/(X)). 
WA i%%€ (X Y)). 
d= f (= | _ LCA AEAAX)) 
则 
СКС, X)] = inf syp A) = inf sup%(/(A)) 
= inf sup #(B)= inf зир( B) 
r€ X Хх)ЄВ y€ /(X)y€ 
={[k(%, /(Х))1. 
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[@C%]@[C(f)]= infmin(1, 1 — %( B) + %( В)) © inf min 


(1,1-%В)+ Kf 1(B))) 
= inf max(min(1, 1- UB) + #(/710В)), 1-2(В) + 0 


(B), 1-2(B)+ Xf !(В))),0) 
< jnf min(1, 1-68) +77'(В))) 


= int inf min(1,1- #08) +977 1 (B))) 
ASX р КВА 

= mf inf min(1,1— %(B)+ A)) 
ASX у ЦВ)=А 


= inf min(1, 1- фир. RB) + АЗ) 

= ра 1 一 МА)+(А))= [sE]. 
对 任意 DKA A 

а-у) = | _ КАКАЯ Ү)). 


ШЇ FF(9)]<[ FF(9)],9= (8) (Я) = fr (<, H 
[K(Š, fF(X))] = ¿nf sep B) = inl inf АУ В=/ 


(A)! 
> inf зар ФА) = inf ТО 


ERX 1 )ЄА 
Х)] 

进而 有 

[P(x,9]@[ C()1@[K' (8, f(x)] 

= [pex,9)@[c(/)1@[K(#, Хе 

<[P(x,9)]@[ K (4, Х)] 

<[(39)((9<я) A K(9, X) AFF(9))] 

<[( 39) (< A K(Š, СХ) AFF(9)))] 

<[( 39)((9<%) ЛК(9, f(X)) АЕЕ(®'))]. 
即 [r(x,9)@[C()]<[K'(%, f(x))]e[( a9)((9' <) 

— 145 — 


A K(%', fF(X)) АЕЕ(9))]. 
其 中 是 关于 鳃 的 不 分 明 开 复 盖 , 因此 得 到 

[Г(Х,5)1®[ СС у)] 

< ¿n [KOA f(X))]<[( 39)((9 <3) AKD, f 
(X))AFF(9))]=[P(/(x))). D 

2.3 定理 设 (X, 细 是 不 分 明 化 拓扑 空间 , А, BEX, W 

(1) Т,(Х, 9) АСГСА) Л Г(В))Л(АПВ=а) 

Ет(х,9)—(Зи)(Зо)((иЕЗ)Л(УЕЗ Л(АСи) 

А (Во) Л («По= 6)) 

(2) ТХ, D AT(A) ETX, D>A ET. 

证 明 (1) АПВ=0о Н[Т,(Х,9)]= 1.4 z€ A. MX 
任意 y€ B MAEA 

зир{9(Р) Л9(О)|хЕР, y€ Q, РПО= el 

=supÍ9%(P)A% Q)|z€ PCu , уЄ Со, u lo = ol 

= sup (№, (и) AN (v)) >A. 
即 ,存在 PQ, Er € P,,y€ Q, Р,П0,= в НЖР,) > 4,5 
(9,) 2А. 

а= | QVQ, 
因为 ZEI, 故而 

[Ko(2, B)]= [K(2, В)1= inf supZ(c)> inf2( Q,) 

= inf%(Q,)22. 

Ям, ЈА ЁТ(Х, 9) АССА) Л ГВЕН 1- <[ГОА)Л 
Г(В)1<ЇГ(А)]. 


因此 , ЕЖ ЛЕ (1-[Г(А)],ё), В 
1-2 «[Г(А)1<1-1К0(9, В)] + sup[ К (9, В) АЕЕ(9) ] 
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<1- 2 + sup[ К(®, B) AFF(9)] 

НЕ 9<% 8dB[ К (9, B)] + ЕЕ(9)]-1>0, Bl 010: F(24)) 
<[K(9, B)], 因 此 存在 0, < [ K (9, B) #A Fa), 因为 9< 
а, 从 而 可 以 记 9o = 19, › "~, Q, |. А м, = P, Y: ПР,» o, = 
о, Ue UQ, „Ши 2B, и, (П о, =ø, Ки, йо; -1 „ЭРУ ‚) 
>À) Н. Хо.) = min-in AQ) >A. ЖЕ 

inf гарар) = [KC B)]>0, 
нЕ ye B, FE D 使 得 yED HB 9(р)>#,, DE 95 . 同样 
w, 2 АЕ (1-[ГСА)Л ГСВУ], ғ), RATUR хи, хз, ^^, En 
EA 满足 uo= u, U ua, U =U и, ЭА. S w= Uz N ©,” N 0, 
则 有 оос В, по П vo= о 而 且 | 

[(Зи)(Зо)(иЕЯЛ о ЕЗЛАСИи Л ВСъЛлиЙъ= 0)] 

SK uo) Лоо) 

> min „^ и) A „min N Ur) >À. 


最 后 , 我 们 令 Аг. 证 明 结 束 . 


(ORË TAX, D АГСА), ХУ хЕ Ае, WED 
зар Ки) зар! и) Ло) |хЕ и, ASv «По= оі 


r€ GA 
: =>(T,(X,?%)]. 
再 由 第 一 章 1.5 引 理 , 得 到 
ЖА) = if sup Жи) > T>( X, D. D 


r€ AS r€ GAS 
2.4 定理 19#(Х,5) 5(Ү,%)&—4- ЖАН ER +E > |н), / 
Є ХҮ, Й] 
Е ГОХ, NATY., W AC(/)— Q(7/). 
证 明 对 任意 АСХ, 由 第 一 章 7.3 引 理 和 本 节 2.1 定理 ， 
2.2 定理 可 以 得 到 
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GD[P(X,9)]9#x(A)<[T(A)]. 
Gü)[C(/)]<[C(/lA)], В. 
Giü)[P(A)]@[C(/fl A)]<[p(/l A))]=[T(/(A))1. 


再 由 2.3 定理 (2) 得 到 TY, W AT'(/(A)) ETY, 4) — f( A) 
€ y, 从 而 可 推出 
Gv) E Ty Y, W AT(f(A)) => /(A)€3y. 
结合 (i) 一 (iv), 我 们 可 得 到 
ГОХ, DIOLC OL Т›( Y, W] 
«(Ао ГА) СОА) ТС У, W] 
< (9 (А) ([Г(А) ИССА) DIT У, W] 
< (9 (А) [ Г( А) T>( У, 90] 
<#x(A)ec([P(/(A))]9[ T>y( У, 401) 
<#x(A)cc3y( f(A)). 
因此 ， 
[Г(Х,2)1]®@[С()1@[ TY, WIS inf (F(A) <Я, (f 
(A))=[Q(01. 0 


$3 Tychonoff 定理 的 推广 和 应 用 


3.1 定理 (Tychonoff) 8 1(Х,,7,): аА —# А 
化 拓扑 空间 , 则 

F(Va)((a€A)>T(X,, 3,))e P( X Ka X Ta). 

证 明 对 任意 ao€ A, 由 第 二 章 1.2 引 理 和 本 章 2.2 定理 得 
到 

[ГС ХХ, XDSL XX,, х9.)1 9 [С(р )] < [T 

аЄА “” аЄА : a€ T aCA ° 

(Xa a) ]- 
` 反之 , 由 第 二 章 1.7 定理 和 本 章 1.4 定理 得 到 
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LX Ka Х,9,)1 = infi gop 15 >х]15 е X< X, 中 的 万 


有 网 | . 
=inf| sup inf[P,°s >р, (х) 115 是 XX 中 的 万 有 网 | 
хЄХ eaka аЄА aCA 


= infl inf sup [Pies Рх, 115 Jë X X, 中 的 万 有 网 | 

= азбан sup СР, 5 Ра. 115 ж X X, 中 的 万 有 网 | 

> igfinf! sup [s >л„1!5 Ж X Xa 中 的 万 有 网 | 

= ш {Г(Х„,%)1. | 
上 面 证 明 过 程 中 用 到 了 J.L. Kelley 所 着 一 般 拓扑 学 (Geperal 
.Topology, Van Nostrand, New York, 1955)[13] 中 间 题 2, J (b) BJ 
结论 , 故而 当 s 是 X。eaX。 中 的 万 有 网 时 , р, ° s 是 X 中 的 万 有 
я. L| 

3.2 ЖУ 设 (X, 当 是 一 个 不 分 明 化 拓扑 空间 , A X, 则 
A 的 邻 域 系 记 作 NaE 久 全 多 )) 并 定义 如 下 : 

иЄ №: =АС и. | 

3.3 定理 ( Wallace) .对 每 个 ; 委 &, (Xio T) ИР 
空间 , НЯНЕЙ i ACX; Ф А = ХА, РСХА X; M 


шЕ МА ACY; <А) ГА) EWE Na = (Зи!) (Зиь) 
(<А) (а; ЄМ) A ХА u; Sw). 

证 明 JSE 进行 归纳 . 

(1)k = 2, 假设 上 =[wE NAa,xa,] 且 令 

а= | _ яи) лас) Xo. 


ис X, v 


对 任意 4< 上 可 得 到 
A<[A,XA,;SW']= іа М „„(%) 


TIEAIz2E A, 
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Ale) 


< ам sup 
z EA pT, EA, (хрх) си 


= inf зар! (и) Л (и) {rE ui х2 Сии X из 
ЄА;.х,ЄА, 


cw}. 
因此 , 对 任意 z1 Е Ar т» € Ал, 存在 u(t 22) = Xi 和 а (21, 
х2) СХ, #8 Е и (т, £2), z2 ила, х2), Ui( л, 22) X u2 


(ть х2) СЖ H 1(и1(х1, 22)) >A, pluzz жә)) 24А. 


令 s = | А Жи (х122))/ ил (ль лә). 
А, 


则 kolk,» А) 2А. H Ë WE Na, xa, АСГСА A PAD RITT 
以 推出 1- [ГА )1< z. IERA € 1- ГГ(А,)1, г), 相似 于 
2.3 定理 证 明 方法 . 可 以 找到 zi, zim S A, 使 得 xi(z2) = 
Uiai(ri 72)AL ® и2(х2) = п и2(хи» тә), W x2 € u2 
(12), 9 (и1(т2))>4,%(из(т2))>А Bui(z2) X из (1). 
ЖАЄ(1-Ї[Г(А,) Л ГСА2)1, z], RETRA ха, "ло, СА 
使 得 ио = Um uz (z; САз. 令 ию = Niuila) MJ A S 
иле, А2С из ию Х 0С W, 1 (и10) 2А, (изо) >А В. 
[03 41) (3 а) (иЄ МА, Л изЄ NA, Ли Хх из Е) NA, 
(мило) A №, (изо) 
222 (и) Л 9,( изе) 
>А 
А д2, ЧЕ = 2 时 结论 成 立 . 
(2) 现 假设 对 于 k 结论 成 立 , 证 明 对 于 有 + 1 结论 也 是 成 立 
的 . 
= иЄ Nya] WEWE Nyata, AV iSk + DT 
(A;) 可 推出 
1- [(У <А) Г(А)1<1- [СУ 28+ 0 Г(А 1 < 
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且 由 (1) 和 3.1 定理 ， 
EWE Nytta, > (Зи) (Зин) (и Мел, Л щн Є ` 

Ма Au X a, SW) 

ХНЕЖ ЛЕ (1- [(У:<Е)ГСА; 1, t), 存在 ис XE X, Ж а +1 

СХ, + 8 u X up W, Мх д (и) >A 和 Na Cr+) >A. 


因而 Fu€ Nxt a, АСУ KOTA). 由 归纳 假设 , 得 到 
Fu € Nx! д, ”С uD) (За) (У <А) (м; ENa) Л 
Хи, Си H 
[(3u) a а.) (За) (УА +1) (а; € Ма) Л 
ии) >А | 
e À>, 完成 全 部 证 明 . O 
3.4 定理 (Forlik 一 lin) 对 任意 s€S,(X,, 外 ) 是 不 分 明 化 
拓扑 空间 , Н А,СХ,. £ А = X ,e sÀ, 及 WCEX,esX,. 则 
WEN, А(У5Є 5) Г(А,) EWE М = (ag) (Cfg) A 
X, ,esg(s)SWA(V IC 5) (2(5) Є NA) Л Xesg 
‚ (s)C€C NA). 
其 中 C/(g) в ЖХ,) |5 Е SI 的 一 个 选择 函数 . 
ЧЕН 设 :=[WENa],9 是 积 不 分 明 化 拓扑 X 9, 的 子 基 ， 


= op. 
-? 


对 任意 1<z 由 第 一 章 2.1 定义 ,4.1 定义 和 本 节 3.2 定义 ， 
则 得 到 14<inf-easupzercw8(C) 且 对 任意 z€ A, FE С, 使 得 
ZE C,S-W #fl #(С„)>А.Ф 


s= | жсд/с, 
МЕНЕЕ АСУ 56 S)T(A) 和 3.1 定理 推出 1-[P(A)]= 


1- ше 5[ГСА,)]<1. + АЄ(1-[Г(А)1],:), ЖЕ 2.3 定理 
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证 明 方法 , 可 以 找到 т, >т, z, ЖА ОР: C, 2А. 对 于 每 个 i 因 
为 %( С.) >А>0, 我们 可 以 假设 С. = X,esG; x Xses-sXi, 其 
中 5, 是 S 的 一 个 有 限 子 集 且 Gi 三 X,. 因而 , 令 So= UiS; 和 
G= От (X, s G; Xes,- sX.) 
则 有 UE Са= Сх, X, Xo 故而 
min,e s $, (С!) = min ssp(P: 1(Gi))= ЖС, )>А. 
注意 到 X ,es A,(G)= [X es ASG ]2[X,es A, SG] 
[GSG ]=[GSG]=( А (OF, тіп, minI, (С) >А. 


Ж 1- mine ГСА,)1<1- ЫШ ЕБПГСАЛ1< +. 
对 任意 ME(1- mines, [P(A], 2), # ЕМх ол, (OAY sE 


50)Г(А,) Н 3.3. 定理 , 存在 u,(s € So) 使 得 Na Cus) >A (sE 

SMX es, u SG. BES 

us SE So 

X,, s€ S — so 

ДЕ AEX, с sg0( s), В 

Na (X ,єѕ80(5))2(Х,є59,) СХ,є580(5)) 

29(Х,є580(8)) 
= іп, (и) >A 


gols) = 


反之 ， 
[(3g)(cf(g) А Xsesg (СМЛ (УЕ S)(g(s)E NA) 


AX,esg(s)EN,)] 
>iptNa(go(s)) A МАС X,go(s)) 
= МА, Cus) A МАС XK gols)) >A. 
S уз, ЕЙ Ж. С 
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第 七 章 不 分 明 化 拓扑 中 的 仿 紧 性 
S 一 紧 性 和 0 一 紧 性 


$1 不 分 明 化 拓扑 中 的 局 部 有 限 性 


本 章 将 讨论 不 分 明 化 拓扑 中 的 仿 紧 性 , 为 此 , 首先 把 刻画 仿 紧 
性 的 局 部 有 限 性 .ce 局 部 有 限 性 以 及 加 细 等 概念 进行 深入 讨论 。 

1.1 ЖМ 设 (X, 当 为 不 分 明 化 拓扑 空间 , 称 一 元 不 分 明 谓 
词 LFE 多 人 (X))) 为 不 分 明 局 部 有 限 的 , 定义 为 | 

ГЕЯ): =(Ух)(9В)((ВЕМ,) Л Е(ЯПВ)), 其 中 

(B) (C) = “оне FG0398 арра НЯ 

1.2 定理 E32<s=(LF(s0—LF(9)) 

证 明 Z<, М spp2C supps/, 所 以 supp (3N В) < 
supp(sN В). 从 而 |BI F(AN B)ISC |BI F(#@ B), BJ inf 


sup _ N.( B) < inf sup N, (B), ИЗ [Г ЕС) ] < 


F(N В), хе В хЕХ ЕПВ), z€ В 
[LF(%)]. L] 

1.3 定理 对 任意 Ее 3(-9(X)), 有 

FLECA (VAASA) — (U supp? = U |А' IAE 
ѕирр®\) 

ЧЕН H ASB Н A< B”, Br 2 H U supp%Ə A, 对 任何 
AE зирр®, 可 得 (Usupp%) 2 U |A| A C зирра|. НИ 

[( V 3((@<s0)—(U зирр®) = UTA AC зирр@})] 

= inf[ (U supp9)'= U [A'E suppi ] 
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= inf inf min(1, 1- (U supp) (x) +, sup. ФА с) 

-inf infmin(1, 1-(1- N, ОЛЫ 2А (1 
- №, АА 2 

= inf infmin(1,1+ N,( П: (AsU1z]))- inf М. (АО 

BSN z€ X АЕ upp ^^ АЄзрр® 
[z1)) 
因为 2<, 由 1.2 ELFO ILLE]. ГЕС) 1> 
4>0, 则 [LF(8)] >4. 所 以 inf зир ez:(B) >А. 即 对 任何 z 
€ X, FE B, E F(N B) E N: (В, )>4. 因此 存在 С1» С?» 5 
с, Е supp, WE с; П B. ee, i51, п. = [cu бзэ» Cn} № 
对 任何 AE зира — h, Ж АПВ, = о, № B, = А. Е М, 
СП МЫ = №. (СО (A#:'Uiz1)0n0( N (AUD 
AE upp AER АЕ supp- 3, 


(inf N (АО 121), N,(B.))2Z=min( inf МСА, à). 
АЕ supp АЄ supp . 


因此 有 i 
1+N ñ (AcUlz]))- int N (A Uiz!) 
AE supp AE uppå 


>1+min( inf МСА, А)- inf N (AU irh) > 
АЕ supp АЕ зиррЯ 


121))) > ша (N, П (40151), М.С N А°)) 2 min 
AER АЕ supp3- 


А. 
所 以 inf inf min (1, 1- м. С, „АЧ {21)) 一 „М № САТО 
{z1)) 宇 +1. Ш 

1.4 定理 对 任何 C€ %(9(X)), 有 

F LF(s0O—- 1 СО зирря) = О1А|1АЕзиррй. 

证 明 由 1.3 定理 可 得 

(О supp = ШАА Є supps]2>[LF(s)]. ВЖ 

СО supps#== U {A | A Є supp] = ICU suppsy U (U 
supp) SUJA U A| А € suppt!] = [(( U зиррә)' U(U 
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supp =U A'A E sppsñ)U(U зирр)) IZE supp) 
=U AIA E supp 12>[ LF(:s0) ]. о 
1.5 58 ОХ, 9 为 不 分 明 化 拓扑 空间 , 则 F (Ух) 
(Уи)(УА)((иЕМ,) А(хЕА’)—(хЕ (u [ A) ). 
证 明 ЖЕН x, u, А, RITE | 
А'(х) =1- М.А) =1- № (АО (иП и) {р 
=1- М, (CA Uu)N CA Uu DU izt) 
<1- N (А ЎЧ) ЛМ (A Uw U {zr}) 
= (1- N,(AsUxzUlx1)) V (1— N, (АП а) Ú 
{x1)) 
<(1-N,(u)) У (АЦи)”(х) 
М(АПи)'(=)21- М, (и), (АПи)’(5)>А’(5)>М, 
(z)@Q A (x). 
М(АПи)’(х)<1- № (u), ША (х) + N. (u) 10, 从 而 
№.(и)ОА’(х)=0. НИ(АПи)’(+)>М.(и)9А’(х). D 
1.6 定理 БОХ, ӘМИН, 对 任意 МЕ 
(Х)), № ЕЖЖХ)), | 
ЖА), В=&(А') 
5#(В) = 0 ,否则 
Ни (А) = 1=ЄХ|А(=х) >н, гЄ([0.1). W 
E LF(s0)—( 3r)(LF(s8)). 
证 明 设 [LF(]=ae>a-s>0, 其 中 e>0 是 任意 正 数 , WJ 
inf ”sup N,(v)>a- e, НИХНЕЯ хе Х, FE Vš, f# x € 


ЄХ Fafiojh z€ Ç 


У, ЕСГ У), М. СУ) >а-е;. HT №, СУ) = sup Хи). w 


z€ € 
ХЕ иг, Ес, Хи) >а-е, ШН FAN us). 这样 存 
在 有 限 个 Al, А, ‚ А„Є supp ss, E А, П изд, і = 1, < АТ 
对 任何 AE€ supp- |А|, А», "~, АЖА Пи = о. 下面 证 明 
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&- (ADD ut = о. ERE, Ë yE ё _„(А') Пи, МуЕш, H y 
Е&_,(А’). НКА (у)>1-а. H 1.5 引 理 及 g = o, 8 (ме) 
АМ, (м OKAN EY (y) =0. НАЯ Ки )® 
А’(у) =0. М ие.) + А’(у) - 150. В А'()<1- 04) <1 
-a+e. 当 取 e 为 相当 小 的 数 时 ,有 A“(y)<<1-a ЖИ. 

因为 4E supp HARS i-a (A) E supp- as PEVA FCS 
Па) 8 FR-N ие), REIHER z E X, FE м, fE rE ub, 
FR Пак), №, (9 и) >а е. е= Уп, nE N. WI 
任何 xEX 有 

1/п _ 1 уш 
нар СОУС Эа с =. 


从 而 ГЕЯ „) = inf sup  М№,(и)2а. 因此 有 
хЕХ роі 


F(A u), хЄи 

[(3>)(LF(s8))] = зир [LF(s#)]2 Е С.) >а = 
[LF(s)]. 0 | 

1.7 定义 ЛЕ ЖАНИ 空间 , 称 二 元 不 分 明 
谓词 让 € 2(2(2( X)),#(%(X))) ЖАА, 定义 为 | 

g [Е =: = (V B)((B€#)>(3AƏ2B)XAC.0)ACV z€ U 
5ирря) (3 B)(z € B€ 2) 

1.8 定理 上 (VB)(V OD (я, X)AkE(@,X)A(9<s)— 
(2 1-50 | 

证 明 н< НЕВА (9, X) Lll, X)], 因此 只 须 证 
明 对 任何 QKw Ж (Я, X)]< [8 || я]. Г, (Я, X)] > 1 > 
0. BP inf зир (р) > д. 则 对 任何 xEU зирря, FE Dr 使 € 
р,,%р,)>А. 从 而 有 ipf，, sup2(D) 之 4. 又 由 ISA, 对 每 个 
BC5(X),# #(В)<яК B), МЫ inf тіп(1,1- (В) + sups/)) 

ВЕЖХ) ВСА 

> inf тіп(1,1- (В) + «К В)) =1. 
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所 以 [8 || 5184. О 

1.9 定理 БАХ) Л(8 |) (9, X) 

证 明 #1205, Х) Л (@ | 50) 1>А>0. МН (5, Х)] > А 
得 ipf вира) >à. 所 以 对 任何 < € X, ## D., Ш z € D,, = 
(D, 55А 从 而 Р, ‚© supp“. 所 以 x= D.S U supps, 即 X = 
U supp. 再 由 [8 I- => A 得 。 зар (В) >à. 从 而 [有 
(8, Х)]>А. 

1.10 定理 ЕЕ) А(8 IHA E [Е 9) 

证 明 LEIDA || 6 ]1> 2 2>0, МН 

C iof min(1, 1- éC) + зар (В) ©. Ші, SPEB 

С Taf 'min(1, 1- ICB) ар АЗ i Pr ы “Sup B)) >2 
可 得 (iatmin(1， 1- «ке + sup Вз) 人 CB) + sups 
(А)))@( inf „зирс)® i if. ,sup2(B)) >4. 
Sa = infmin( (с) + СВ) майа, 1— BCB) + заря 

(А)), 
B= eit, SREO ли 500208). 

则 由 ОА, Harari "h. №’, а>А'>А+1- 2. A 
对 任何 EXX), FE В, 18 CB, XE B, XEFE А, E ВС 
А8 1-с) + В)+1-%(В) +A) -1> ХЕ c 
EAX), FHE А, Ш ССА Н.1-%(с) + KA)>A HA inf sup 
(1-с) + sl(A)) 之 4. 从 而 有 r= inf supmin(1, 1- (c) + 
supsXA))Z22”>4+1- 8. В В>А4+1- ғ. Ж, B> >At 
1-х. ДУНЕ z € U supp, ФЕ В, хе В, 2(В)>4°>0. H 
F ВЕ supp, 所 以 х Є U supp. МЖ ХУЖЕ с, z€ c, 6с) > 
А’. 这 样 对 任何 хе U supp, ВЛЕ с, Ш z€ с, (с) > А". МИН 
с if. SPE) 2А" >А+1- ғ. 因此 r + „с 5006) -1> 
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А. 即 [% IH >] = тах(0, infmin(1, 1- (с) + вир А)) + «і, 
зар ç )-1)>А. O 
ьп 定义 BX, N ЮЖЕН), 称 一 元 本 分 明 
谓词 LF, € 2(%(% X))) ЖА о 局 部 有 限 , 定义 为 

ГЕ, (5): = (30 € %(9(9(Х))))((( 90 = SA с(0)) = 
(у) (260 1Е(9))) 
其 中 心 表示 无 交 并 ， ж UU = x, 则 对 任何 1j 有 % Па, = дс 
(DER 0 是 可 数 集 . | 

1.12 ЖЕ “ 设 (X, 少 为 不 分 明 化 拓扑 空间 , ДЕ Ts (X, 9) 
ACY sD (g (4, X) >( IB (LF,(B) AB ЕЯ А(@с2)))))— 
TX, D). 

证 明 S a=[(V 00007, X)—>( 3 В) СЕ, (9) A ((# | 
5) А(С9))))] | 
НТ СХ, 7169 a > À > 0. ШЖ їшї (F w) © sup ( N; (о) 人 
nf N, (z )))@inf([ kol, Хер, (@))A ([@ FABIA 
€7))) >A. 因此 对 任何 xzEACw, 有 sup (N. (o) A infN, 


(vw > ac DNAw). Flaca BNAw) = и. 则 存在 使 
€, N(v,)>p, 且 对 任何 y€E их, №00) > и. Ў М. (o) = 
ЕГ KD). 因而 又 存在 De Є р, vr Dr) >н. 而 且 对 


任何 yE u, N, М, (5) >. 现 取 € 2(9(X)), МЕ: 
М рЄЖХ), 有 
AD.) р=р.=2Є6А 
кое карта 
0 Жо 
WL] = 1, 
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[#( 4 Х)1= inf зир D) = inf sup KD, ) A inf ЖА) 


хЄА 
>it KD,) ЛА) 2и ЛАХ). 

ВГА, X) V> ЛА) = (ао) DKR) AKA Nla 
OVQK AKA )). AUK w) AKADE kA Х) 1) а 
>A >A- (е >20). В ((9(ш) AKANSE [ kA XDB ko 
(54, X)]ecsup[ LF, (2) Л ((@ [Е 50) Л (8С9))]>А - е. 

因为 对 任何 ceE[0,1], 有 (acc5)G@(pccc) 委 (accc). 
HECK w) A9(A°))ecsup[ LF, (2) A ((% | 5) ACET )] >A 
- e. AMEE 9, Е, (2) >A –- 6) (0ш) ЛКА)) = 8, 

а | sñ A (89) ]) >28. BE -TARAN 

infmin(1,1 — (В) + зар(5( D))@ inf sup% (В) біті 

B вер r€X +ЕВ B 
(1,1-—9⁄(B)+390B))> ó. 
令 infmin(1, 1 — %(В) + supsK D)) = s, 

infmin(1, 1- (B) +3(B)) =; 
则 inf sup (B)>8 +2- s — z. ЖТ z € X, НЕ Ве, f x 

Е В, Z (B)>8+2-s-t. 
这 样 便 有 

P (Bz)eQinfmin(1, 1-%(B)+9(B))>8+2-—s-—£#+£#-1 

= 3+1- >. | 

ЖИД 2°(Be)+1- Ф (В) +5 Б©) — 1 = 9( В) > 5. 9 — 218, 
Hinfmin(1, 1- %(В) + заря D))@9( В) > ó 可 得 sup (Ш) > 


f ED 
4. 即 存在 Р, ву, f# В.Р в), ЖР, ву) = 9( D.) > ó. 我 们 取 
I EHHX)), 使 
В) %( В), B= В, Є А 
0 ,和 否则 : 
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则 有 2° <, B Па = а ВНЕ, (№) ] = sup 
` n€ XX Х)))с(0) Un= 3 


inf[LF(3)1> 9, 得 到 存在 Q= ||: € Ма = Юй = 9°. B 
IHEM Є №, 11.Е09)1>9. 9 RNE. 0 = 19 l: € NI, 
WUR = YF = 9 N B = 9. И 97 E, ALLEOS 
[LF(9F)] >. 同时 对 任何 z € X, 存在 u, E x E, М, 
(и?) >09, B F(9 N и%?). AREER B 4 Bi, Bs, Вы, 
` Єзирр® С зирр%, {й ВП 0520,3 = 1,2,5, ть fE wi = 
ÜB, ы) = < в) ВИ). РАНЕН z€ A, B 
Ср, ву, МВА N, (BOON, (Ев) > 20. 从 而 对 任何 yE 
ur, 有 Мир) = N ABDO SinEN, (80928. BR АС 
0С. 5 50 = и, W 9 и“) тие), inf N (u) > 
i=1 yeu 
8. IKTE Ku) Л пе, (и) >S. RE e= 1/n, n>, Яир (7 
уЄ и? ` ш 
(u) Л inf N DSK un) А inf N (Си) supl CA — e) 
УЕ а? пЄ УЕ’ n€ 
(Я) A 2( А°))) = А9 (Kw) A #(А°©)). MAMEA w) AT 
(4))ccsup(RHu) A infN,(w)) 之 .再 由 A,w 的 任意 性 ,可 得 
=u уЄ и? 
[TAX,D]= inf ((S(zo) ЛСА) осзцр(Яи) Л inf N,(ue)) 
A= АСи УЕ a 

>. D 


$2 不 分 明 化 拓扑 中 的 仿 紧 性 


在 $1 的 基础 上 , 接 下 来 在 不 分 明 化 拓扑 中 刻画 人 们 广 为 关 
注 的 拓扑 学 中 一 个 重要 内 容 一 一 仿 紧 性 . 
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2.1 定义 设 为 不 分 明 化 拓扑 空间 类 , 称 一 元 不 分 明 谓 
Я PCE 凶 3) 为 不 分 明 化 仿 紧 的 ,定义 为 

&(Х.2): =(V я) (k ($ X) ЗАЕС) A ((2 |+ <) А 
(@9))). 

2.2 引 理 对 任何 (X, NES. R 

010,9): = (У) (оС, X)>( 39) (LF,(%) ЛС [Е 5) 
А(2С9)))). 

oa X, D: = (Y Akol X)>( 39)(LF(9) A (2 50) 
则 Fa (X,9)>oÍy(X,3). 

证 明 ЖЇб,(Х,2)1>А >0, Ж 5,9 

[(39)(LF,(3) Л ((@ || D A(9C29)))122 - 1+ [ku ($, 
X)] (1) : 
对 任意 >20, А007, X)] = В>В-=>0. МЖНЕМ z € X, НЕ 
A, E z€ An MA) >P- є, NA) 28-е. WA EAAX)). 

ЖА,),А= А» r€ X 


sF = 
(A) 0 WJ 
Ш[ 56(5#, Х) 128 в, U supp = X. 
由 (1) 式 可 得 


З) LF BAB || 528) A929)))]>2 -1+ [ko (=, 
Х)]2А-1+8-е= и. 
则 存在 2°, ТЕ, (%)] > м, (E || =) АЖ 9)]> и. 由 后 一 
Ази хе X, FE В,,#хЕВ,,%(В,) > z, ЖВ,) 
> и, 并 且 存在 Anp E B СА) (Ав) = Ав) >н. 
ща € 2(2XX)) 
%(В,), B= В, z€ X 

0 否则 
ГА, (2°, X)]2 м, supp = | B,| z€ X], ИЯ 9:22“, МЫ 
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Ф (В) = 


[25,69 у] >[1Е(®°)]> и, KEE Q= 1% 1 € М, Оа, = 
2°, HIHET Є N, #[LF(%)]2> jy, 从 而 对 任何 xz € X, 存在 
и, ЕН ВВ U = |с, с "с, |C supp (t), с, Пи? 
Zg,k=1,2,-", п М, (и) >, WJ B Ж {ЕЙ c € suppi- W, 
ж сПи = о, 因为 Шй= 9°, 故 对 任何 BE supp ,有 唯一 存 
在 的 XE N, #4, (В) = 9 (В) > и. ЙМ ВЕ зирр® , И 
в; =B- Y (Озирр®%),% = |B} 1% (B) > |, €= U C 再 取 
:EHHAX)), 使 

и, р=ВЕ,ЁЕМ 

0, ”否则 

我 们 可 以 证 得 [8 | =] = м, [LEC] >p. BELLEC) A (9 
|+ 50] и=д-1+8-с. ЖЖ e 2, WE DLEO) A (9 


(р) = 


IH) ]>sup[ LF(9" )A(9" | даря -1+ 8-12 


-1+8= À -  1+[E (sS Х)], 从 而 得 到 [( VW) (ko(s% X)— 
(32%)XLF(9)A (9 FAIX, D]. О 

2.3 918 Я{ ИШ (Х,)Є 7,19 

ol X, D: = (V) kols, X)>( 39)(LF(9) AA |F s) 
A(@2)))). 
ЖЕ Ts(X,9)—>(c,(X,9)— cs (X,9)). 

证 明 НЕИШЕНД[73(Х,2)]@[в›(Х,2)]<[еоз(Х,2)].18 
[T,(X,9)]@[ a (X,3)] > >0, WHEN s Ж 

[Ts(X,9)]@[E (g, X)[>( 3 (@))(ТЕ(®) Л (@ [Е s0)]> 
А. (2) 
А1200, Х)] = В> В- e. HET =>0, MJ XT rE X, 存在 
А, #хЕА,,=КА,)>В-в,ЖА,)>В-=. ЕЖА! А, |z € XI 
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中 删 去 重复 出 现 的 元 素 , 得 | A.1sE S1, 则 对 任何 z, Е s (z) € 
$, Ш хе Аки, НАТ СХ, 1 = г>г-б>А, Н#г-А>6> 
0. 则 对 任何 z€ А, „э Я sup(9( o) Л inf (N,( V:)) > тах(0, r 


уе Аки) 

-8-1+8-є) = р. ВИ ЕЛЕ u, хе У, С Ани, 00.) < о. 
且 对 任何 y€E Ак, №00) 2р. Ж sé ` СК Х)). ` 

(0) = Жо.) o= о, z€ X 

0 否则 

ГАС, X)]2> o, U supp’? =X, 由 (2) 式 得 

[(3B(LF(B)A(B |H së 5))]>max(0,A4-1+8- ó — e) 
=y. 
因此 存在 4-8, [ГЕ (9-8) ] > p WEB? | së °] >. H BÚ 
一 个 不 等 式 得 , НЕ ЄХ, FE Er W FTN Е,), М.(Е,) 
> и. 由 后 一 个 不 等 式 得 , 对 任何 z€ X, ЖЖ Р, E rE Dr 2? 
(D。)>A. 在 集合 LD.|zEXi 中 删 去 重复 出 现 的 元 素 , ВД: € 
T}. 则 对 每 一 个 D,, 又 存在 х(рЕХ, fË D.S Vao SAs ex(t)? ‚Н 
бои) > и. 因为 对 任何 yC Анка ‚Я N,(D:)= N, ( У) 
> о> и, ЖН N, (p=. Sup „се ) 可 得 存在 w, 使 D, Sws 


Assat)? ках MEM e€ S, + Е, = Оі, ЄТ, ғ 200)= 
s|, ВЖ ЕСА, 9 2 € 2(6(X)). 
=F, s€ S 


0 EN | 
网 我 们 可 证 得 [9 上 [LF(9:“2)]> 2, [F = 


取 s= 一 = т.п, m € М, 则 对 任何 以 
ELONE IF 0) А(2С3))) 
>ч Бл p [LFO т) Л (Саки m? IF sD) AA „))<9))] 


эи 
%7(4) = г 
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> зир (Ат) = -1+8=А 1+ [kols 
Х)1. 
Bm [оз(Х,9)] =[( V A)(& Cs Х) (3 (9) (1Е(9) Л ((9 
| а) A(9=2))1]2A. O 

2.4 引 理 WEA, DES, A 

Е ay(X,9)—> pe ( X, 9) 
其 中 о3(Х,2): =03(Х,9) Авз(Х,9). . 

证 明 对 任意 se>0, 设 [os(X, 中]=14>A1-e- >0, МУН 
fj sz, 

[( 32)(LF(9) A (( I [go 
(< X)]. 
对 任意 6 >0, [E (s X)]= B> B - 8, WEE %# `š, WFE 
名-$, 使 对 任何 xEX, 存 在 B,, 9° 5(В„)>А-є,9Ж)>А- 
e, 且 存在 Azcp), 使 BCArp),AArB))>B-6>4-e-1+p~ 
ё= и. (Ав) >н. В € 2(9(X) 
гиев %-8(В,), В= В,,хЄХ 

0, ЖШ 

则 [Ko (27%, X)]2 p, зарра? = (В, |х Є X}, W H [ LF 
(28) ]>[1Е(%78)] > и. REIHEN +€ X, FE и, fE F 
(Z? N u), N.(u,) >и. МИРЕ v Ë z € u u, < А. 
и. ЖУЕЖУХ)), 

ое ХУ,), u= о, z€ X 
0, ”否则 
ГАС X Eu. ЖЕ $, ВИХ | 

[( 39%9)(LF(9)A ((9 | ACGQED) SA е1 + о 
Х)] А -є-1+џ. 
于 是 又 存在 EHNAX))， 
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к-р) = %((D):). D= Drs =€ X 
0 ”否则 
其 中 对 任何 x € X, # D, 使 YE D,, ID) >A- e, ВН 
Ур, Е D.S Vapp АВНЕ 9)]>2 е -1+ u. М 
每 一 个 B, Е supp”, % В; =(U DC supp 2 | B, Пр = 
01) (В: >, 证 РА -Е>А-Е lt 再 令 и. = 


B: ПА, e ?EHHX)), 使 

А-е-1+ t= z z € X, 
жо) и 

则 容易 得 到 [ 2С] =1, [№8 = А -е-1+ и. ШЕТ. 
1.60878)]> и, 因此 对 任何 z € X, НЕ Gr E > € С.Е 
(#7 ПС,), №. (С) > и. B+ Ор, = Х2С,, 所 以 存在 有 限 
£ D, „р... Dap E GE Da, U Da, U7 U Dap 其 中 D, S 
Vai = 1,2, =, k. 因为 对 任何 Vo 有 У, Си, MAR F 
(A-E N u DHE FTIN Va), ATREA D. , A EN 
D, ). 再 由 于 对 任何 DE supp? PIB зирр# ®,ОГВ* =ø 
当 且 仅 当 DB = о, 因此 对 每 个 Dr A FOT? N De) 从 而 下 


Ce-smG ,所 以 [LF(Y Фу] >p- W є = = п, те N, 


т 

容易 得 到 对 任何 sA 

Гро ХХ) СЗ) ( LEG) A (G [| s) АСИЯ) ))] 

>А-1+А,)АШРС(Х,2)]2>®А4-—1+А. 
因此 lo X, —PC(X,9)]2 [os (X, 91, Вр 

IPEX DIRLA]. [1 

2.5 定理 对 任何 (X,3)E 23, 有 

Е T,(X,9)>((PC(X,3)—> (X, DAX D> 
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о2(Х, 9)) A (oz ( X, 9)—вз(Х,9)) A (03 (X,3) > PC(X, 
9))). 
证 了 明 由 本 节 所 给 出 的 定义 和 引 理 即 可 得 到 LI 


$3 S— - 紧 性 和 0 一 紧 性 


本 节 我 们 在 不 分 明 化 拓扑 中 分 别 用 半 开 集 和 0 一 开 集 刻 划 
S 一 紧 性 和 0 一 紧 性 。 

3.1 定义 (1) 设 是 一 类 不 分 明 化 拓扑 空间 , 一 元 不 分 明 
谓词 ГЕЖУЖЯЖАН S 一 紧 性 , 定义 为 

D(X, D: = (У Alk LL X) > (IDUIS) A k (9, X) A 
ЕЕ(9))) 
НА, (9, X): = k ($; X) АСЯ 9,). 

(2) 设 (X, 沪 是 一 个 不 分 明 化 拓扑 空间 , ASX, Д Г, (А): = 

Г(А, ЛА). 

3.2 定理 ХРЕН СХ, DA ASX, 9 
Е ( V 50 (2,0,4) (39) ((9<50) ЛА(9, 50) АЕЕ(9))) = 
ГА). | 
其 中 是 关于 了 的 . 

证 明 V€ 3(%(A)), ELEF ] = infmin(1,1 — (B) + 
4А(В)) = А, WY 2 CN ВСА, Ë 


ЗА(В) = ѕиріЛА(с) ССВ, BECC) > А +В) -1- 2, t 
та Cs В, ER вл BIAC) >A + В) 17 
— 二 ,进而 有 иСХ, #18 Ca= «ПА B %(u)>2 +В) - 1-1, 
ZG UB)= sup (KE) N u UBSEDEZKu) ЛО Веи] = 


ECuUB 
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Ки) > А +В) -1- 1, [и U Ви =1. 
зна I= | _ max(0,2 +В) -1- T )/u U BC%(%(X)) 


WE A)]= infsup| ZU B| =€ zU BS X! = inf sup (и U 
` хЕА хЕА rEuUB 


В)22 ipf вир(А + (B) -1- И: 
1 хЕА z€ В n 


T те 


[z,(%, A)]=[K(S, A)A(3.)]12max(0, [£ ($ А)])> 
тах(0,[#(, A)] +А-1- L )2max(0,[2(6A)] + D 


=max(0, [4 (54, А) + и) -T=[ (eA) 
对 任意 9<я, 19 

9 = #(иШВ)/ВЄҖ(&А)) 
Ж] 2< [FF(9)]=[FF(9)] B[#(%,A)]=[¿£(9, А)1, 
故而 

[(V ALL A)->( 39)((9<s0 A k(9, A) AFF(9)))]9 
[R (s, A)]- 

SECY DE (ы, A) > (IDILA) Л (9, A) AFF(9)))] 
QIK, (4 A)] 2) 

«О, A)>( 39)((9<Ə A (9, A) AFF(9)))]@[ #, 
(Ж, A)] 

<I DILA ЛА(9, А) AFF(9))] 

<[( 3%)((% =<) A Е(®, А) АЕЕ(9))] 

<[( IW BEA A (3, A) AFF(2))] 
S пос, RIER i 
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[CY sP (g (Z, AN> IDOSA) A (9, A) AFF(9)))]@ 
[k (Z А)] 
<[(39)((&<5) A k(3, А) АЕЕ(Ф®)))] 


[СУ SDRC A)—>( 39) ((9<s0 A k(9, A) AFF(9)))] 


<S AIEI DUESH A k(%, А) АЕЕ(9)))]. 
因此 ， 

[( V 50 (ks, A)>( 39)((9=<çsñ Л k(9, A) AFF(9)))] 

inf (ГА, (2 ADIERA DEA) ЛА(8, А) AFF(9))1) 


< 
чєҗ5х)) 


=[Г,(А)]. O 

3.3 ЖЕ ” 设 (X, 邹 是 一 个 不 分 明 化 拓扑 空间 , 则 

Е T(X,9) > T'(X,9) 

证 明 对 于 任意 ¿C (6(X)), 

[TX,D (я, X= [T,X, DIOL (£ (s Х)) АЯ 
9] 
«г.х, DIQ (5, Х)1 ACE) = [rX DIOLE, 
(5 Х)) | 

<[(39)((9<я) Ak, X) АЕЕ(9))] 

[r.(x,9)]< [£ (z, X) ]ec[( 39) (BE) A £ (9, X) AFF 
(9))] 


因此 ， 
[P(X DIS if Со, XIE 39)((9<s2 Л k (9, 
X) АЕЕ(9))]) 
=[г(Х,291. 0 


3.4 定理 Яя КАК, ASX, M 
ЕГ,(Х,2) ААЄЯ)-»+Г,(А) 
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证 明 对 任意 Е $(9(X)), 我 们 有 

KHALI, 1= AED AGEDISIUAN =, JAC 
=9,)] 

= „д, min(1, 1- [8є1411+ 2,08) Л, inf ,min(1, 1- 
(В) +9 (Ву) 

= віп, min(1, (1-Вв)Лла-[ВЕ!А“]]) +9.(В)) 

= sint эши, 1- (sKB)V[B€C 1411) + 5,(B)) 

= "| эши, 1- («ТА РСВ) +, 7.(В)) 


M (GU IAE]. 
[ECS д)1= inf sups B)< inf sups B) V inf A° (>) 


z€ A° 
= inf sups СВ) V inf sup| А (В) 
хЕА z€ B r€ A хЕВ 
= infsup| s В) V (BE 1А) rE BEX! 
infsup AB) U [A°})(B) | rE BEX] 
=[k(sU|A},X)] 

[ЕСА , Х)1= inf f зар (О 1А (В) 

< inf sup( sU АСВ) 


ве ХАЛА 
= infsup| KB) V (BE 1А) |r E ВХ] 
= infsup |s B)| rE BEX] | 
=[2(5,А)]. 
故而 , САС А)] = ГАСА. ХӘ). 
对 任意 ЗЕ Х)), 5 @=9N A| Є ҖӘ(Х)) 
ФА), BFA 
9) c 
АВ “у gage 
NENEA _ 2<9,9<%U_A:], [ FF(#)] = ГЕЕ(9) 1, [95 
. — 169 一 


=[9< (ZU A:1)],[£(9,X)] =[#((9N А) 01А, Х)] = 
[#(@U 1A}, X)]=[£(%, A)]. 
因此 , H 3.2 定理 , 我 们 有 

[Г,(Х,2)]1®@[АЄ#]б9[ АС, ]69[ £ (э, A) ] 

<[Г,(Х, 2) ]@Ə[( U IA DEZIRU 1At, Х)] 

=[T,(X,9)]@[#,(sZU Al, X] 

<[( 19)((9=< (ZU LA} )) ЛА(9, X) AFF(9))] 

=[( 39) ((@<) A k (#, A) AFF(9))]. 
因此 ， 

[T(X,DIOLAEHSE inf (lk А)19[03 9) (< 
5) ЛЕ(%, А) АЕЕ(@)))]<[Г,(А)]. 0 

3.5 推论 设 (X, 久 是 一 个 不 分 明 化 拓扑 空间 , A= X, 则 

ЕГ,(Х,5)А(АЄЖ)—Г,(А). 

H 3.3 定理 及 第 六 章 2.3 定理 (2), 我 们 可 以 得 到 

3.6 定理 设 (X, 沪 是 一 个 不 分 明 化 拓扑 空间 , A= X, 则 

TAX, NALLA) FT A(X, D>AEF 
其 中 T2(X, 沪 表示 不 分 明 化 拓扑 中 的 Hausdorff 分 离 性 。 

3.7 定义 EX, D (Y. 区 是 两 个 不 分 明 化 拓扑 空间 ,一 
元 不 分 明 谓 词 C; ( /) . O, € 2( 了 让) 分 别称 为 不 分 明 不 定 映射 和 不 
分 明 半 开 上 映射 , 定义 为 : 

C(A): = (Y u) u € %— (и)Є3,) 

O(P: = (Уи) (иЄ2, > (и) EY) 

即 , f 是 不 定 映射 和 了 /是 半 开 映射 的 真 值 度 分 别 为 

[C,(/)]= infmin(1,1— (и) + 9,077 (u))) 

[O,(/)]= infmin(l,1- 3,(u) + #,(f(u))) 

3.8 定理 ”对 于 任意 不 分 明 化 拓扑 空间 (和 ,9 和 (Y,90) 及 
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f€ YX.MS X, 

Е Г.(Х, АССР А(МЕЗ,)—ГАКХ\ М)) 

证 明 ”对 于 任意 2C€C 2(SXX)), RMS 

a= (= | ЖКАЗ/АЕЖХ)). 
MJ. ГАС XN М)]= nf и А) =, а „зар f(A)) 

= ЕИ Np, aB) = „зуу = Lk (9, СХ \ 
MDI 
[LEIBIG] infmin (1, 1 - 9(B) + U (B)) 9 
infmin(1, 1 — ULB) + IF (В 

= inf max(1, 1-%W%(B)+%$(/ 1(B)).1-%(B) + (В) -1 
– 908) +I F 1(B))).0) 

< inf min(1, 1-8(B)+ IF 1(B))) 

= inf inf min(1,1- 08) +$ (f 1(B))) 


ASX ; ЦВ)=А 


= inf inf min(1, 1- (В) +$. (A)) = inf min (1, 1- 
ASX р ЦВ)=А 


sup ®(В)+9,(А)) 

f 1(B)=A 
= inf min(1, 1-KA)+9$, (А) = 13] 

[xz J@[M € $,]<[sU IM IS9,] 
HERIK Ф 9-09) = | асв) св) 

Я] [ЕЕ(®)]<[ЕЕ(®)].®= лаула: FASZ. 

H [#(@./(XNM))]= in f 530208) = i inf mP IRA) 
|y€ B= (А)! > р И ТА р ба)" if. м sup9y (A) 
=[#(%,XN M)] 

因而 ， 


«Ам 
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[Г,(Х,5)160[ с, 0) ]S9[M6CS. IQI, GS, СХ \ M)] 

=[T.(x,%]@[C,(/)1&[M6S]@[¿(%, f(X \ Мм))1® 
[аса] 

<[Г,(Х,2)]@9[ #(4%, X N М) OLMES] 

<IT (XDIOLE CY, XN М)1@[ (QU IMEZ] 

<[Dp.(x,%)J@[#,((U IMI), X)] 

<{( 39)((9<(2U |M]))A (9, X) AFF(9))] 

<1039) (9 LAAk, XN М) АЕЕ(®'))] 

<[( 39)((9<) ЛА(9, fX N M) AFF(9))] 

[r.(x,% ]@[C,( r) SU M65.] 

<[#(@, ГСХ \ М))] << [( 39) ((2<9) Л ¿(9, у(х N 
М)) АЕЕ(9))], 
Жүр д’, 是 关于 280, 因而 3.2 定理 得 到 

[TX,DIOLICANDIOIMERIS ms (12,09, /CX\ 
м))])%1( 39) ((9<#) Ak (I, РХ \ M) AFF(9))]<[T,( f 
(XNM)] DJ | 

在 上 述 定理 中 , 若 设 M = о, WAF g€ 和 ,故而 可 以 得 到 

3.9 推论 ”对 于 任意 不 分 明 化 拓扑 空间 (X, 中 和 (Y, 0 Ж 
ГЕ Ү?, WJ 

Е Г.(Х, D ACATA) 

3.10 ЖЕ ВО, КҮ, а) КАРЕК, Г 
€ yx 是 即 单 又 满 的 映射 , 则 

E TCX, АТ»( У, W ACPO 

ЗЕЯ ”对 于 任意 AS X, 由 3.8 定理 得 到 

[r (x,29)Ə[C (n IOLAETIEIT (FAX\ А))] 

H 3.6 定理 , 我 们 可 以 得 到 


TY, W AP.( (XN AD ËT Y,3)— /(X N A)€ 3y 
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由 此 可 推出 

ETY, М AT'(/(XNA))> /(XN А)Є®ү 
故而 ， 

[г,(х,®)16®С,С6)1®[ ТС У, 99 J@LA € 9,] 

«7,0, WIOLT(AX\ A))] 

{АХ \ А)ЕЯ, 1 

=[Y\ /(A)€ $y] 

=[/(A)€%] 

<[/(A)€ u] 
因此 ， 

[P.(x,32))@[ T,( Y, WIOLC NA] 

< inf (8,(A)ec%,(/(A))) 

=[O,(/)]. 0 

3.1 定义 设 卫 是 一 类 不 分 明 化 拓扑 空间 , 一 元 不 分 明 谓 
Я TyERE) 称 为 是 不 分 明 0 一 紧 的 , 定义 为 

TX, D: = (V s) (СЯ, X) 029) ((9<50) A E (9, X) А 
ЕЕ(9))) | 
其 中 kols, X): = К(54 X) АСС) 

3.12 ”定理 设 (X, 沪 是 不 分 明 化 拓扑 空间 , 则 

FT(X, D>Ty(X, DD 

证 明 ”因为 对 任意 的 ASX, FAEN>AEN 7, 从 而 对 任意 
Во Z, [51595 «ЕЯ, ГА, (sg, X)]<[k (7, Х)1ЖА[Г(Х. 991 
<[Iy(X,D] 

3.13 ”定理 设 (X, 沪 是 不 分 明 化 拓扑 空间 , S 
уу: = (У (СЯ) АД (Я) (3х) (УА) (АЕ) (rE 
А))) 
уз: = (Y AA BULE) Л(ВЄ25)) АСУ DUIS s) Л FF 
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(D> (П2СВ)) +9 (ПэеВ)).. 
Н+ПЗЕЖХ), хе 19: =(УА)(АЕЗ->хЕА) 
则 Ty(X, DOE,i=1,2. 

证 明 ŻERA n 是 和 上 的 一 个 不 分 明 化 拓扑 , 因而 由 第 六 章 
有 关 定 理 我 们 即 可 得 到 本 定理 的 证 明 , 但 在 此 我 们 仍 在 原来 的 空 
间 (XX, 切中 讨论 本 定理 . 

(а) RMA EBRA, D= [iy] 

对 任意 的 € 90 X)), 


== | KAA 
АЕЖХ) 
则 
Е (SEN) е (LER) 
Е FECA ЕЕ) 
Е (ак) (4) 
FECNX)ea (3=)(УАС(АЕ)-(хЕА) 
Eq 1056) (32) ((@<s#) Л ЕЕ(®) Ал (3z)( V B)((B 
Єй)->(хЄВ))) 
—( 3 (9) (а) Л FF(E) АК, X) 
—(3(9)((@<s0 A FF(9) АЕ(9, X) 
Бу (VAULE) Afl(sr)=>(3z)(V A)((A € A) 


一 (ZEA4))) 
(У (< 9,)—( И (%)—(3 х)(У AAE) 
一 (zEA))) 


(У AULE) >a (Эх) (УА) (КАЄ) (= 
ЄА))) ч fl(s#))) 

(Y (С 98) > (А (5, Х)>(39) ((9 Я k (9, 
X) АЕЕ(9)))) 
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—( V s (0095) Akl, X) > ( 39)((9=<s) A £ (9, 
X) АЕЕ(9)))) 
-D(X J). 
(5) 设 BE 有 X) 且 对 任意 的 s€ 2(6(X)), WJ 
(мВ ре] 
= inf тіп(1,1- (ОВ) СА) +%(А)) 
AC XX) 
= inf min(1,1-(4A)V[AE|BD]+7CA)) 
= inf min(1, 1 - AA)DATAE IBID +%(А)) 
= inf min(1,1- sA) + (АЗ) Л inf тш(1,1— 
[АЕ! В! 1+9(А)) 
=[(sE%) Л ({8°|©,)] 
= (хс) A(B EHD)] 
=[(sE%) A(B€3)] 
对 任意 ЗЕ Х)), k 9=#N | В] ЕЯЖЖХ)). 
ЖА), AZ B° 
0 ,А= Е 
Ш 2\18: =9<9,901В128. 
[ЕЕ(9)]= 1ЕЕ(9)], [95 = [ @<< (ZU 1 В“ })] 
НКУ 9) ((9<50 Л ЕЕ(9) = (3 =) (УА) (АЄ901В1) = (= 
ЄА)))] 
=infmin(1, 1 — [FF (9)] + sup inf((9U | B|) (А) А 
(z))) 


< inf min(1,1-[FF(2)]+ supinf(B(A)CA(z))) 
И: х А 


=[/I(U 1Bs1)1. 
因此 , 我 们 有 
[7,169 [((5=9) ABER) АСУ DISA А FF(9)——q 
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(@NV 1BI)(A)= 


(ПС p))] 
= УСОВ EA) А 
(V 2) ((9<50) Л ЕЕ(9) + (32) (УА)(АЄ901В1) — (x € 
А)))] 
= Гу ENEA) АСВ )] 
<[(Ях)(УА)(АЄ (аД)|{Б})—7>(хЄ А))] 
=[- (N%EÆB)]. 
故而 ， 

ЕЛЕ: зир( (( 47g) A (B€ %)) A( V DUIS S) Л FF 
(D> (ПЗЕВ))>= (П.В)) = [у]. 
反之 ， 

[ y;]@[ (2) АЙ (9) ] 
= 1519100 {BD UIBDES) AACA IBI)U BI)] 
= [вре АДС ВР] 
=[y,]®[( СЯ) Л (ВЕ) А(СҮ 9) ((9<57 7) Л ЕЕ(®)— 
(Эх)(УА)(АЕ (ƏUIBI)—>(z€ А)))] 
=[у›1@[((*©#,) A (Br € %,)) A(( V 9) (DESY °) A FF(9) 
— (Пас B°))]< [a (ПСВ) ] 
=[(3x>)XXVA)X(X(AG.£'U[B1))>(z€A))] 
=[(9х)(УА)((АЕЯ)->(хЕА))] 
故而 

(9) АЙ (20 (3 х) (УА) (АЕ) > (Є 
А))) = у] 

3.14 ”定理 ”对 任意 不 分 明 化 拓扑 空间 (X, 钨 和 (Y, 30 f 
Е УХ 是 满 射 ， 
则 F(X,D AC,( f)—T,( Y, 3) 

证 明 类似 于 3.8 定理 证 明 , 留 给 读者 。 0 
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第 八 章 “不 分 明 化 一 致 空间 
$1 不 分 明 化 一 致 空间 


1.1 定义 设 久 是 一 个 集合 , Є Хх X))# N X L 
的 一 致 结构 , 若 对 任意 и, vSX x X, 

(ul) F (uuEW>(ACu) 

(u2) (иЄ (иЄ %) 

(из) F (u EUI о) ((0Є 3) Л (o° 0С) 

(u4) Е (иЄ Л (o € 40—(u Yo C 3). 

(и5) Е (u EW Л luS v) (o C 3) 

又 称 ( 义 , 芒 为 一 个 不 分 明 化 一 致 空间 . | 

1.2 定义 设 (X, а) Ж—ЖЛУЕЙ 4k — 02 8], 8, рЄФҮ(? 
(Xx X)), HZ Фс AIHER u= X x X, 

Е Cu EWI 0)((0Є9) Л (С и)) 
Даян, т pt E: q j — Е, 则 称 р 是 多 的 一 个 
子 基 . | | 

1.3 定理 jR3C2N(9(X x х)).Ш4ЖХ ЖКА 
明 化 一 致 结构 的 基 当 且 仅 当 对 任意 zx, o= X x X, 

(В) Е(«Є9) -(Д<и), 

(B2) Е (u € 9) >(I о) ((оЄ 9) Л (0Си!)), 

(вз) Е («Є 9) (3 о) ((оЄ 9) Л (о оСи)), 

(ва) («Є 2) Л (o € 9) = (3 ш) ((zo € 9) Л (ze S u U 
0)). 

证 明 ”对 于 满足 条 件 (B1) 一 (B4) 的 多 S 
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а= | н 
则 义 是 X 上 的 一 个 不 分 明 化 一 致 结构 , 其 逆 是 直接 的 Li 

1.4 定理 (1) 若 对 任意 ¿CX x X, g€ 92N(S(X x Х))їй 
足 如 下 条 件 : 

(51)Е (иЄ 2)>(AG4), 

(52) Е («Є gp)> (Gu) vE gp) Alvu" чуу, 

($3)Е(иЄф)—>(Яф)((оЄ дф) Л (ъ•оси)). 

Мох ЕНТЖАНИ За) T 35 . 

(2) 若 对 任意 Е Г, ЖХ 上 的 一 个 不 分 明 化 一 至 结构, 则 
U ;er% 是 和 上 的 某 个 不 分 明 化 一 致 结构 的 子 基 . 

证 明 《1) 我 们 验证 p( 几 满足 (B1) 一 (B4).(B1) 和 (了 4) 都 
是 明显 的 ,而 (B3) 的 证 明 类 似 于 (B2), 因此 我 们 仅 就 (B2) 加 以 证 
JE 

pP (и) = вар! Å plu) Ñu; = u, n€ NI 


«зар! Á sup (о) | u= u, n€ N| 
=supl sup Aol Йа; = и,пЄ М 
ем! 1=1 
其 中 М, = {иг = 55, п). Ж f€ IP-  M,, W 
Алдей аг (а) =u. 
因此 ， 
(и) вар À ФСУ) Å аат Сит, n€ N| = sup, 
oP). 
(2) 是 明显 的 . 0 


例 1 设 之 是 上 的 所 有 伪 度 量 的 集合 , ELC), W 
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ФА | , о) uy. r 
是 和 上 的 某 个 不 分 明 化 一 致 结构 的 子 基 , 该 一 致 结构 称 为 是 由 Я 
所 产生 的 . 其 中 о,.,= = (х, у)ЄХхХІр(х,у) < (РЄР, r 


>0). 
$2 不 分 明 化 一 致 拓扑 


2.1 引 理 R(X. ш) 是 一 个 不 分 明 化 一 致 空间 , 9E (多 
(X)) 定 义 为 | 
TEF =(Vr)((zET)>(Iu)((rEWA (¿[z] T))), 
T< X, B, AT) = inf „Sp Uu), T X. 
则 了 是 和 上 的 一 个 不 分 明 化 拓扑 , ЖК U 的 不 分 明 化 (一 致 ;拓扑 


НАСХ, Д] «АІ = (УА 中 的 某 个 z 有 (zx,y)E ul, П 
хЄХ Ми{х]=иЇ\х}]. 

证 明 首先 明显 的 有 NX) = 1. 其 次 对 任意 Ti ТСХ, 由 
(u4) 得 到 : 

ЯТ) ЛТ) =, inf 


€ T, uiz 


< "int ( sup. аса) „292: шз) 


хЕТ,ПТ, и! (+) 


= in за) Айбы) | ЕТ, 42 


sup. Wu) A inf т, ЯК иш») 


зе T, u, 


[=] T! 
< int. вира: П из) | и [т] Ti, их] 


GCT) 
su ar KO = ТТ 


ет шт, иїх1©Т, 
最 后 , 对 任意 TS XG € T), 有 
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утә = = Pii ей; аар т Wu) 
о 


РЕ inf su Ku) 


ие 
= ет». о 
2.2 定理 ХЕ ТЛИ — 25 [8], 5 Ж 9, BJ AS 
分 明 化 拓扑 。 则 对 任意 +€ X, ASX, 有 
Е (хЕА°)(Зи)((иЕ ФЛ (и[]СА)). 
证 明 (DRTE 
A°(z)= ЕЯ inf sup, Uu) 


А y€ B и[у]< 
# z€ BCA, М 
inf „SB, ЧК и = Б ЯК < „ХУР, Uu) 


因此 , A° (z)< sup ы). 

(ПЕВ Е [0,1), $ 

= хех! sup ЧКи)> 1. 

(I. DBEA, Е, # z€ B, М] зар једи) >20, BE 
Еи©ХхХ ulr] SA Н и) >0, RuD ТП A=, 
хЕи[х] НИШ z€ A. 

(1.2) В). FKE, 对 任意 z€ В, FE u= X x X 18 
и[х1ЄА Ни) >. 由 ( U3) 我 们 得 到 sup Uv) >z. 因此 , 存 
在 o Xx X Ev vu НКо)>.. 

(H.2.1)o[z=]SB.# y€ vlr], W) о[у] (оо) [51и 
[+z] А, заре АЯ) 9К о) >: НуЕВ. 

(П.2.2) (1.2. 1) TIHE > € В, 

зар Кю) >9К о) > НВ) = inf „Фир Ки). 

(H .3)38( H .. DAP HE 4.2 定理 (2) 得 到 
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z<%(B)<[BSA°]= infA°“(z) 

(И. AIHER C[0,1),# sup, ICA (u) >, M| z€ B Ht 
<А“(х), НЕ 是 任意 的 ,故而 supera u) SAC). Ш 

2.3 定理 ОХ, АЖАМ AEH, У ДЕ U 的 不 分 明 
化 拓扑 , 且 x€ X, WJ | 

CDN:= | _ Кии. 


уа ж а жс), 9, = | Kuul] 
Ж N, 的 一 个 基 ( 子 基 ). | 

证 明 (1) 对 任意 ASEX, зир „1-д%К( и) Зари), 
反之 ,车 и =]СА, WS о(и) = «ЧО ХА) ВЖ о(и)[х]= 
А RA UDAR Жи) < (и)). НИ, 

ОЕ OUS А 
进而 依据 2.2 定理 可 得 

N,(A)=A°(z)= вир Ки) = вар Ки). 

(2.1) 假 设 多 是 9 BJ Ñ T 35. | 

(2.1. 1)2,С№,, ЖЕЖ ASX, H 2.2 定理 有 

%,(A)= sup #(и)< sup %(u)< sup Ku) = N (4). 

(2.1.2) 对 任意 ASX, H 1.2 定义 ， 

р. (В) = sp #Си) = „гур, ео) > рии) = М, 
(А). о 

(2.2) 3% p 1 РАН @= et), НЕ AS X, 


Cp) СА) = supl А sup (и ÑA; = A, n€ NI 
=зир| sup ЛФ(Р)ПА, = A,n€ NI 
fEm_ Mi ! i i=l 


= sup supl Ag(u) Пи; = и, пЄ М! 
a[z]= А i=l i=l 
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=%# (A). 

其 中 M,=l& C Xx X| ul[z]=A (i=1,…, п), (2.1) ТЖ 
2, E. N, 的 基 而 р, М. ШЕЕ: O ' 

2.4 引 理 设 (Xi 和) 和 (时 2, 宛 ) 是 两 个 不 分 明 北 拓 扑 空间 
H ziEX,zzEX2, 则 对 任意 AISX АХ, Ж №, (А1) Л 
м. (АМ, zp(A1X A2). 

证 明 是 直接 的 . 

2.5 定理 设 (X, 人 是 不 分 明 化 一 致 空间 ， TE UNKA 
化 拓扑 , 则 对 任意 и, vSX x X, 

Е («Є ) = ((иСо)-+(0Є %)). 
其 中 "是 关于 了 9x 了 的 内 部 . 

证 明 (a) 根 据 1.1 定义 中 的 条 件 (41) 一 (13)， 有 


Жи), зур. UWOS, SUPL, wy 54р, ст W2) и 


= = Рик, Як w.< Yv щ W,) 
Twy wy Wc „ЖП W; ) 
«ир |%( W; N (У, П W;!)° (W. П 51) ° 
(ПР )©и} 
= орі W)| W° W° W, B W 是 对 称 的 | . 
(b)# [1х W[y]Sw, 根 据 2.3 定理 (1) 和 2.4 引 理 ， 
и°(ж, у) = № у) (и) Ne, (Wlz] x W[y])> N, ( W 
[rD AN (Wily DUW). 
因此 , sup UW) [2] х [у] и |< и (zr, у). 
(OBR А = [а°Со], 因为 
[u Ev] = inf min(1,1 —-и’(х) + o(z)) = inf(1- и°’(х)) 
ТОНЕВ r&v, и (z)<1- à. 
(中 现在 我 们 往 证 0и) + А - 1<9( о), ХА ЕВР U 
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(u)>t 的 任意 zxE [0,1), +A- 1<Кь). 

车 51- 1, 这 是 显然 的 . 假设 上 >1- А, ДН (а), FE WS 
Xx X {В КУ) > Е, W° W° WC, Ни 是 对 称 的 . (т, у) 
EW, 则 由 事实 “车 о 为 对 称 的 , 则 wou*v= Оо [е] хоу]: 
(z,y)€ ul ”( 见 ].L.Kelley, General Topology, lemma 6. 1) 和 (b)， 
nm У[х]х Wly]lEW Си Hu (z,y)Z2%( W)>:>1 
-A.LAR y) Ev. 因此 , WCv 且 i: +4-1<1< o). 

口 

2.6 В| (ХХ, ИТАЛИИ, 
H =€ Xi, zx € X2. W 2, №, (= 1,2), MI 


Жо = | B, (АБ Л а, (АЗ) ГА. х А, 


АЕХА,СХ, 
是 Ne, z) НЕ. 
证 明 是 直接 的 | 
2.7 引 理 W(X, 是 不 分 明 化 一 致 空间 ,9 是 外 的 不 分 明 
化 拓扑 , 则 对 任意 z, € X. . 


= СО хи[у] 


是 Ni,y) 的 基 . 其 中 № (к, у) ЖР Ух T КАНИ, 
£. 
证 明 首先 , 对 任意 oC X x X, #. u 不 是 两 个 集合 的 积 , 则 
多 rz)=0 委 Nero) 
# = A x B, М 
Bery (U) = зар ЯК и): u 是 对 称 的 ,wu[z]=A,u[ly]=B| 
<Ззир!Ки):и[х]=А} Лзир {ЯК и): и[у]= В} 
= М, (А) Л М,О(В)<М‹„, y (A X В) = №, уб). 
因此 Bery ENa, y) 此 外 , 对 任意 wE X x X, H 2.3 定理 (1) 和 
2.6 引 理 ,有 
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Ne, p(w) ар! и) АФ) и х1хХ 01у] 
«вар! Ки N o)l uN )11х uN viy] w! 
= зир! ЯК и) м[х] Хи[у] 1 
«зар! ЯК По) uNv Dir] u Nv) 
[у]С ші 
2 арі ба) lulz] ха Уо Ни 是 对 称 的 }. 
口 
2.8 定理 设 (X, 明 是 不 分 明 化 一 致 空间 ,7 是 久 的 不 分 明 
化 拓扑 , 则 
(1) 对 任意 АСХ,хЕХ 
Е r€ Aə(V )((u €) >(z€ u[A]). 
其 中 A EA 关于 了 的 闭 包 . 
(DIEE MEXXX, z, yEX, 
ЕЕ МСУ) (ие WT Eu Mu) 
Ж М ЖМ 关于 3XF 的 闭 包 . 
证 明 (1) 由 第 一 章 3. 6 定理 (2) 和 本 节 2. 3 定理 (1) 得 到 
А = if @- N,(B))= „it (1- sup Ки)) 
= inf ші (1- 9и)) = „ш (1 14)) 


АПВ= о иїх)= В 
= inf (1-и)). 


хе и [A] 


上 述 证 明 中 注意 到 A 站 [zx]=g 的 充 要 条 件 是 z 所 zx ЧАТ. 
此 外 ， 
inf (1-Ma))= в (1- MuNu ')) 
хЄи [A] 


s&u [A] 
> if (1-Wuflu" !)) 
т&(иПи [A] 
= 111 90.) | х& ul АНХ 
> inf (1-%(и)) 
хи А] 
同样 的 , 我们 有 
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inf (1-9Ки))> inf (1-%(и)). 
х&и[А] хи ЦА] 


因此 ， 
А(х) = „Оа — Yu))=[(Vu)((u EW>(rEu 
[41))]. 
(2) 据 2.7 引 理 ,有 
М(х,у) = ,inf A- М, (6) 
= inf (1— зор! Uu) lule] x [y] и, u 是 对 
称 的 |) 
= inf mfl- Ки) lulz] x и[ у]С о, и 是 对 称 
Ё) 
= 11 а) МП (их хор = о, и 是 对 称 
的 | 
= 1511 - 90и) (х, у) &и° M°u, и 是 对 称 的 | 
上 述 证 明 中 注意 到 МП (и[х1хХх ау) = o 的 充 要 条 件 是 (xz, y) 
& и° Mu( 参 看 ].L. Kelley. General Toplogy, Theorem 6.7 的 证 
明 )[13] 
此 外 ， 
infil- и) | (zr, у) Eu Meul 
= 1111 - “Па 1) Кх, у) Eu Meul 
infl1 Жии 010 у) & (иПи М uNu )| 
inf{1 90.) | (т, у) би°М°и, и 是 对 称 的 | . 
因此 ， 
M(<z,y)=infl1- Ки) (х, у) Eu M°ul 
= (У у) («Є (0х, у)Є(а°М°и)))1. О 
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$3 不 分 明 一 致 连续 和 积 不 分 明 化 一 致 结构 


3.1 定义 设 (X, 史 和 (YY, 为 是 两 个 不 分 明 化 一 致 空间 , 一 
元 不 分 明 谓词 СЕК YX) 称 为 不 分 明 一 致 连续 , 定义 为 
СОР: = (Y (о (хр) 0). f€ YX 
3.2 В 设 (X, 吃 和 (Y, 力 是 两 个 不 分 明 化 一 致 空间 , 对 
任意 РЄ yx, ` | 
Е ССР) (У о) ((%Е—(Зи)(иЕ Л (х Г) (и) = 
%))). 
证 明 是 直接 的 . 
3.3 引 理 设 (X, 9 和 (了 , 仿 是 两 个 不 分 明 化 一 致 空间 , 9 
是 Y 的 一 个 子 基 , 则 对 任意 FE YX. 
EEY о) (Со px (v) EDW). 
证 明 因为 pg 是 Y 的 一 个 子 基 , ATER SY Y, 
y(o)<sup| AA wi) (Yo, a € NI 
因此 。 
LENIS ам уліп(1, 1 — supl А p(w;) Й Со, AC NI + 
(Хх) 1Co))) 
= inf intlmin(1,1- Á (о) UX f) 1Co))| 
Пс, М! 
> inf inf [min (1, 1 — Aglo) + UF Xf 
(AoD Йо, лЄ NI 
= dnf inf i min (1, 1- Деш) + йух ә! 
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(од oo, n€ NI 
> inf inf |min(1, 1- Ago) + AC р)! 
| (50 оъ, ПМ 
> ipf intl, Pin 1 фә) + UX AOT 
(o)))| оо, n€ NI 
= inf min(1,1- plo) + СУХ f) (0))) 
=[(V o)((o€ ф)—>=((/Х f) (wv) EDW)]. 
反 向 不 等 式 是 明显 的 . O 
3.4 В WX, 人,(Y, 力 和 (2Z, 纹 是 三 个 不 分 明 化 一 至 
空间 , 对 于 任意 ГЕ УХ, z€ ZY. 
a) EECC) Cle). 
(2) E C(g)>(C(/)—C(g° /)). 
ЧЕН “完全 类 似 于 第 一 章 7.2 引 理 的 证 明 . D) 
3.5 定理 ОХ, 9 和 (Y, 为 是 两 个 不 分 明 化 一 致 空间 , Н. 
了 和 z 分 别 是 和 和 Y 的 不 分 明 化 拓扑 , 则 对 任意 ГЕ y, 
E C(/)>C( /) 
其 中 C 是 关于 了 和 г 的 不 分 明 连 续 映射 . 
证 明 对 任意 zE (В), # oC Yx Y Bo[f(z)]B, 
则 不 难 证 明 (fx р) 1(2)[z]S £ 1(B). 因 此 ， 
sup и) sup МУХ '(o)). 


u[z]S f КВ) 
进而 , 有 | 
inf sup Ки)> inf sup (ух f) l1(o)) 
z€ f B) иб) КВ) r€ f ВУЛ) SB 


f 


= m sup 
KEB ^К =)16В 
= 


(ух р) 1(o)) 
а(х f) ' 
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inf sup 
y(z)€ B vi f(y)]S B 


(о). 
[CCD]= inímin(1,1— r(B) + ASB) 


= inf min(1, 1 — inf sup Жо) + inf sup Ф 
BEY JEB МУ-В z€ f В) 1167 (В 
(ш) 


> inf min (1, 1- inf „SP, Жо) + inf АУР, Uf x 


D (9 
之 inf inf inf gmin(1, 1- конак р Қъ))) 


BEY уЄВ уу] 


=[С( 71. т 

3.6 定义 设 了 是 不 分 明 化 一 致 空间 类 , 称 二 元 不 分 明 谓 
ARERI >) ЖА, 定义 为 

AX, У): =(3 РМО ЛСОУ) AET) 
其 中 мор /是 一 个 双 射 . 

3.7 引 理 ”不 分 明 一 臻 等 价 是 一 个 三 角 范 数 W(a, 6) = 
mazr(0,a+656-1),a,5EL0,1) 的 WW 一 不 分 明 等 价 关 系 . O 

3.8 sJ 设 下 是 一 个 函数 能 . IEE SEF, Yp U) 
是 一 不 分 明 化 一 致 空间 , /: ХҮ. MI 

p= | q (u)/( fx f) (u) 


f€ F, СҮХ Y, | 
E X 上 某 个 不 分 明 化 一 致 结构 和 的 子 基 , На Х ERER 
件 

E(V p((f€ F)—>C(7/)) 
的 最 小 不 分 明 化 一 致 结构 .. 

证 明 “完全 类 似 于 第 二 章 1.2 引 理 的 证 明 , 略 . [1 

3.9 定义 设 i(X, 入 ):a€A1 是 一 簇 不 分 明 化 一 致 空间 ， 
Хх „єлХ, 上 满足 

E(Va)((a€ A)>C(P,)) 
НОВО ВХ ac aUa 称 为 [和 %.1a € A1 的 积 不 分 明 化 一 至 

— 188 — 


结构 , НСО ac AXas X e aUa) H IXa №) a E AI А 
化 一 致 空间 . 

3.10 ав 设 久 是 一 个 集合 , 且 所 ,多 是 XX 上 两 个 不 分 明 
化 拓扑 , 若 对 任意 zxE X, N! 和 NN2 都 有 相同 的 子 基 g, 其 中 N» 
№ 分 别 是 z 关于 所 和 所 的 不 分 明 化 邻 域 系 . Ш = 2. 

证 明 是 直接 的 . 

3.11 2 设 (X, 分 是 一 簇 不 分 明 化 拓扑 空间 |i(X。, 36): 
2 EAI 的 积 ,对 任意 a€ A, pa J X, 关于 5 的 邻 域 系 的 子 基 . 则 


-1 
p= | 09, (B) 
是 X 关于 了 的 邻 域 系 的 子 基 . 

证 明 根据 第 一 章 基 的 定义 和 第 二 章 积 不 分 明 化 拓扑 的 定 
义 ,有 

N,(c)<sup| А2, (ui) | z € Ара) С, Х,а А 

(2=1,:, п), пЄ Мі | | 

因为 Pa E x, 关于 9. ЧАРАН >, € и, (2= 1,57, п), В 
而 

N. (c)<sup | Å sup lA pa, vj) | z, € П и;\\хЄ ÅP 
(u;)SC, u= X, a € A (1=1, e,n) ПЕ N| 

= ир| sup А A pa (КЕ Пр. (ис, и X. ， 

уеш_үм{ YT! i i=l i i 

аЄА(і=1,:, п), пЄМі 


其 中 М, = Сон» s Uim ) lta, € Пий (1, п). 
zE Под) Åp AOS- 
іеі j=1 i г @ j= 
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因此 ， 

М, (с)<ѕирі. A Фа, (6;)|хЕ Å pz B: EC, ВХ, ‚а. Е А 
(i=1,.…,k), REN] 
故而 结论 得 证 . O 

3.12 定理 iR|(X.,% ):EA4i 是 一 族 不 分 明 化 一 致 空间 
且 对 任意 a€ A, 所 是 U, 的 不 分 明 化 拓扑 , 则 Xsea5 ЖЖХ„єд% 
的 不 分 明 化 拓扑 . | | 

”证 明 对 任意 z€ X, 2.3 定理 (2) 知 


p= | Са) C pa * p.) 'Cu)lz] 


a€ А, исх, x 


É х XF, ea ЕЯ МУ, 且 对 任意 a€ 
A, 


Фа = |. См) / ul za 


=х, x 


是 z ЖР, ВНЫН ЭВ, ш 3.11 я, 
p= | a ИР (lz) 


аЄА, SX 
т ХХ. c AS, 的 邻 域 系 的 子 基 . 注意 到 PT. (u [x,])= (р 
х р,) Ки)[х], WE p= р. RAA 3.10 引 理 ,定理 得 证 . 
= 

最 后 我 们 讨论 关于 X 的 一 致 结构 和 伪 度 量 之 间 的 关系 。 

3.13 定理 ” 设 (X, 肋 是 一 不 分 明 化 一 致 空间 ,4 是 X 上 的 
一 个 伪 度 量 , 则 

ЕС(4) (У r)X((r>0)—( Va, E %)) 
其 中 Vu = (е, у) ЄХхХ14(х, у) < 1020). 

证 明 = 

и, = l(a,b)€ RX Rlla-b|<ri(r>0) 
因为 |u,|1r>01 是 R 上 通常 一 致 结构 的 基 , 依据 3.3 引 理 则 有 

— 190 — 


ЕС(4) (V r)((r>0)>((q xd) Ки, EUX U) 
对 任意 >>0, 我 们 有 
(р x Ф1) ‘4 V аз) N (p2 x Ф)‘ У...) = (d x d)! 
(ш,) | 
且 
MU Vy a) LUX WP, X P.) (Varn) A UX qD ( (P; x 
P.) (Va,w2)) 
«(х W(P, x P.) Van) ПСР х P.) ' 
(Va,,2)) 
«(ах (4х а) "и,)). 
其 中 P,: Xx X> X, ХЕ Ti Є X(x r2) > х(т=1,2), 
因此 ， 
inf WU Va, Sinf (UX WAX 2) Cu,)). 
5 з= | Ро ви Пах ра) u). 
则 多 是 ха 36. 事实 上 ,由 3.9 定义 ， 
p= | ,Mu)/(Pix P) uU 
ааах ра) и) 
是 Vx VW 的 一 个 子 基 . 对 任意 ¿C X x X, 
ЯК и)<вирр'? (ш) 
= supl Лак У) АЖ Va) (xP (VINA 
(рх p.) (У) Си} 
<вир УПАЙ хр) (i On Å Gp 
х pa) (У) Си 
<вир!ЩҖ f v ПУ, Сх p) Йо ПАУ) 
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По хро) (FA Vu N A Vz) Sul 
Ssup{ Uv) | (рух pi) Ко) П рох pi) (и! 
因此 , 对 任意 >>0， 注意 到 (加 X p) (и) П(фох p.) (а) 
(dx d) (и ) 推 出 uE va, r 从 而 得 到 
inf( x а) (а х d) (wu) Sigi supi UC u) | Cpi X p)! 
(рох ро) WE(dx 4) Cu) 
Sigg sp (a) S Va d) O 
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шла 不 分 明 化 拓扑 群 
$1 不 分 明 化 拓扑 群 


11 定义 设 论 域 G 是 一 群 ,(G, 人 为 不 分 明 化 拓扑 空间 ， 
对 任何 rE X, N, 是 xz 的 不 分 明 化 邻 域 系 . 而 且 满 足 

(СОЯ z. € G, AC XG), а 

E(A€N,)>(3B)X3C)((B€ N.)A (C€ N,) Л (BCS 
A)) | 

(СОЯН z€ G, АЕЖС), В 

Е (АЕМ,-1)(ЗВ)((ВЕ М) Л (В ICA)) 
ДС ЖАН. 

作为 一 个 特例 , 分 明 拓扑 群 苦 取 了 和 №, 的 特征 函数 , 则 它 显 
然 是 一 个 不 分 明 化 拓扑 群 . 

1.2 定理 (G, 梁 为 不 分 明 化 拓扑 群 当 且 仅 当下 列 条 件 成 
М. 

(Сз) Н z, y€ G, AC %X G), 有 

F(AC€N=>(3B)X3C)((B€ N, )A(C€ N)A (BC `!= 
A)) 

证 明 (G, 四 为 不 分 明 化 拓扑 群 则 (Gi) 与 (Gz) 成 立 , 即 
IHE z+. € G, AC%G),# | 

„ sup min( М, СА), ‚ М,(С))> МСА) 

„зар N,(B)Z2N (А) 


В СА 


因此 
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[(93В)(3С)(ВЕМ,) л (СЄ №) Л (ВС 'СА))1 = 
„Зо min(N, (В), N, (C)) 
BC 4 

КТИ min( N, (B), NO) 
x А 

Ко сё min( N, (B), N, (C)) 
сер 
= о min( №, (В), Жо (c) 

спер 


> к min( N. ( B), N, -1(D)] 


A) = = LAEN, 了 
я, 
反之 , 若 (G3) 成 立 , 则 对 任何 z, уЄ G, AC (G), 有 
„зор пит N, (B), N,(C))=N_ -(A). 
ВС ‘А 
我 们 取 z= (e 为 G 中 单位 元 ), W 
Ny-i(A)< sup min(N,(B), N,(C)) 
. BO'SA 


< Sup. min( N,( B), N,(C)) 


(Сә) л. 
又 在 (G3) 中 用 y 来 代替 > !, 则 
Ny (A)<, sup.  min( N, (В), N, (C)) 
x yQ И 


<, sup.  min( N, (B) „зар. N, (D)) 


ре ВЯ Dricc 


ко min( N, ( B), N,(D)) 


= бо 
BC ‘са р то 
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sup min(N,(B), N,(D)) 
B.C.DEAC) 
BDEBC А 


< sup тіа(№, (В), N,(C)) 
вре С) 


故 (G1) 成 立 . 从 而 (G, 久 为 不 分 明 化 拓扑 群 。 L| 
1.3 ЖЕ 设 (G,9) 为 不 分 明 化 拓扑 群 , N, 为 zE G 的 邻 
域 系 , 则 对 任何 z、y、A、B 有 


(DFATIEN SAEN (2)F AEN Px 'АЕМ,; 
(3) FAEN Ay 1€ М, ; (4) F AEAEE 
(5) F АЕ9**хА € 9; (6) E AETS Ar ET 
(7) Е AC3=AB65; (8) Е AEF- BA € $; 


证 明 (1) 由 (G;) 可 得 
[АЕ N,]=N,(A ')= sup N, (B) = sup N, (B) > 
BCA BISA 


N. (A)=[A€N;-']. 
同 理 可 证 [A € №, 1]>[A € М, ].. 
(2) 由 (G1) 可 得 
ТАЄ №} = No (A) < sup min ( N, (B), N, (C)) < 
ЭР min(N,(B). N,( C)) < „209. N, (C)< „R N» (С) = 
sup ， №) = N,(z1A)= [z 'AEN,]. | 


хех 


反之 ， [Z AG N, ]= N, (z 4)= N, (z AJS sup тіп 


BCEr 14 


(М (В), No(c)) = sup пи М, (В.М. (C)) < 


zx lay€EBCEr A 


зир _ М„(С)&< _ зир. N, (C) = КЕ (с) = 


z (УЕ ВОС А r tiyr оа 14 
(А) = ТАЄ М, 1. 
(3) 证 法 同 (2). 
(4) 由 (1) 可 得 
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 [A€3]=S(A)= Е N, (A) = ДИ ОА 


= [А !€3] 

(5)9(хА) = nf N; (zA)= nf N. -1 »(А) = infN, (A)=% 
(A) 

(6) 证 法 同 (5) 

(DABA)=A | U zxA)> ВА) = inf KA) = ХА) 

(BERR). D 

1.4 定义 BG, 四) 为 不 分 明 化 拓扑 群 ， G 中 单位 元 e 的 邻 
Ж N, 称 为 (G, 甸 的 不 分 明 化 单位 邻 域 系 . 

1.5 定理 # N, 是 (G, 细 的 单位 邻 域 系 , 则 

(ED 对 任何 A ЖЕАЕМ,*еЕ Аз 

(Es) 对 任何 A、B 有 Е (АЄ М,) A(BEN, )-(АЙВЄ 
N); 

(E ХЕШ А,В ЖЕ (АСВ) > AEN, ™BEN,); 

(ЕДХНЕМ A 有 上 (AENDA 803 СОВЕ лә М 
E€ N.) A (BC ІСА)); 

(ЕДХМЕЯ z, А Ж Е(АЄМ,) (ВЕ, )A (zB= 
A)); 

(Eo) 对 任何 x、A 8 E (AC N.) > ( ЭВ) ((ВЕМ,) Л 
(=Вх'СА)); 

证 明 (E) (ED (Ез) НЗ 1.7 定理 的 (1)、(2)、 
(3) 得 到 , (E4) 由 (Gs) 得 到 , 现 证 明 (E;): [(3B)((BEN)A 
(хВСА))1= sup N, (В) = зир,” 1с) (< 28 = с) 

之 supmin( М, N: с c))>supmin( N, (c), infN, (6) 

= supmin( N, (с), infN, Ce)) = supmin( N, (c), Ke) 


=> „20р, к.) = N, (A= [AG N] 
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再 证 (五 6) : 
[(3B)X(B€ N.)A (хВх !CA))]= sup N,(B) = зар М, 
Br SA ‘SA 


(z< laz)(* zBz {= C) 

=supN, (cx) = supN,(c) = МСА) =ГАЕ №1. L] 

1.6 定理 设 G 是 一 群 ,NERHUHG)) 是 8G) 上 的 一 个 正 
规 不 分 明 集合 , 若 N 满足 1.5 Е ЕСЕ) (Е) (E3), № 
如 下 定义 的 5 是 G 上 的 一 个 不 分 明 化 拓扑 , A EF9: = (V xz)((< 
ЕА)—(х -1AEN)). LE N ЖЕНЕ) (Es) (E6), ЖСС, 9) 
是 一 个 不 分 明 化 拓扑 群 , 且 N 为 (G, 纺 的 单位 邻 域 系 . 

证 明 首先 假设 N 满足 (E1)、(E2)、(E3), 则 由 (E1) 知 对 任 
1 еКА, МА) =0, ЕН TREX УСА) = infN(z ' A). 往 证 
了 是 G 上 的 一 个 不 分 明 化 拓扑 . 

其 一 , 因为 z 'С=С, МАКС) = infN(z G)= infN 
(С). 由 NN 的 正规 性 知 ,存在 ВЕС), № М(В) =1. ХН(Ез) 
和 BEG, 故 N(G)=1, 从 而 NG)=1. 

НЕМА. В. ЖАПВ)= ¿nf N(z САПВ)). (由 
Es) inf М(х КАПВ))> inf min МЕ КА), N(x !(В)) 

хЕАПВ хЕАПВ 

=шш( inf N(x (А), inf М(х !(B))2 min( infN 

z€ ADB хЕАПВ z€ A 
(z А), inf(z `! B)) 

=min( KA), KB)). | 

其 三 ,对 任何 和 A114€ Л}, 由 (EE;) 可 得 

NG AO 

= inf inf N(z А) = inf Ад). 

AEArEA АЕЛ 
因此 ， (G, 9) 是 一 个 不 分 明 化 拓扑 空间 . 


其 次 ,假设 N AWELE, (Es) (E o) {ЕШ z€ G, 定义 
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N, € 2(%XG))3ll F 

| AEN =х AEN 
往 证 N, (С, DP z€ G 的 不 分 明 化 邻 域 系 , 即 证 N. (А) = 
„зир, KB), EXE | 


„SR, KB) = sup, infN (z в) < „гор М(х ІВ) = 
sup N(z 1B)= NG 1A)= N,(A). 


e€ z Тех 1А 


反之 , N, (A) = N(z 'A)< inf зир, N(B)= inf 


32Ez 1А ах 1А z 1.6 = TIA 


= inf f sN (B) = = inf зур (z` 1C) = = (27 
д): „бир i infN(z B) 
= гир, KB). 


因此 ,对 任何 A, N.A) = N(e 'А)= М(А), М, = N. М 为 
(G, 纹 的 单位 邻 域 系 . 

最 后 证 明 (G, 9) 是 不 分 明 化 拓扑 群 , 即 N, (z € G) % É 
(Сз), 事实 上 ， 由 (E4) 和 (Ee) 可 得 


Nay (A) = Мох 'А)< Sup А, min(N(E), N(F)) 


< sup min( mp p N(B), Р Ne) 
EF lC 1А 

= sup ыр, sup min( NGB), N(C)) 
EF Cyr A By СЕ xy SF 


< sup min(N(B), N(c)) 


(аВ)() ISA 


= ER NG ІВ), М(у !с)) 
= sup “moin( N, (B),N,(c)) 


BC Ica 
其 中 我 们 用 到 下 述 关系 式 
(тВ)(у) = жВе 'у -IC хВу ЕС лу (ЕЕ 1 
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Cxy lar А=А O 
1.7 定理 С, 人 是 不 分 明 化 拓扑 群 , 则 
506,9). 
证 明 对 任意 的 zx ЖА, >€ A, № 
S(A)<N,(A)= М, (А) sup min(N,(B), N,(c)) 
ВС SA 


< sup, ЕД піп №, (В), N,(c)) 
ВС SA 
= sup min(N, (B), sup Ме) 
BC СА 
由 于 对 任何 yEA‘, 有 АСПВ = e(#E3: Е, # АСП B= e, АЕ 
Е x€A сЕС,ЬЕВ, fË zc = b, В z = bc 1!E BO ICA Бе 
Ас ЖЕ). MA АССВ, ЖН уе At 有 № (у) N, 
( А‹С)<М,( B°), 从 而 
sup Мос) М,(ВЭ, 即 有 


ВС СА 
т ш a E 因此 3(A)< sup min( N, (B) 
ВС SA А 
inf N,(B°)). 
УЕ А 
014.6 71<[03 В)((ВЕ №, A(BSA)]. МЕ. O 


$2 子 群 和 商 群 


2.1 定理 设 (G, 当 是 不 分 明 化 拓扑 群 ,H ЖС 的 子 群 , 则 
子 空间 ( 互 , 罗 站 也 构成 一 个 不 分 明 化 拓扑 群 , 称 为 (G, 9) 的 子 群 . 
证 明 由 第 二 章 6.5 定理 ， 
МСА) = ap No (BS sp. sp min(N,(C), N, 
(D) | 
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sup min(N (C), N,(D)) 


< 
ср NHSA . 

< sup min( N, (C), N,(D)) 
(CNHXDNH) "А 

< 


sup sup min(N,(C), N,(D)) 
СПН=Е 


-1 
ЕЕ SApnH=F 


< вир min( sup N,(C), sup N,(D)) 
EF ISA СИН-Е БАНЕ 


= sup ши (МНЕ), NH(F)) 


EF ÍCA 
(Сз) у. Li 
22 定义 iG 是 一 群 , 称 一 元 谓词 ЕЖЖС)) Я G L 
的 不 分 明 化 子 群 , 如 果 
АЕв: = (Уз) (Уу) (А) Л(УЄА) лу "Е А) 
2.3 定理 ВКА, ЖАН G, М, Ж 
ЕАЄ ұғ. | 
证 明 只 要 证 明 对 任何 z, y € G, # А (ху '>min( A(z), 
А(у)). 
我 们 先 证 一 个 等 式 :对 任何 АСС, 9 № (0) = №, СА), # 
ЖЕ о 
№ (0) = sup №,(В) = ѕор№,(В) = №,(А) 
ВПА=ә BEA 
因此 , 对 任何 z, УЕ С, 我 们 有 
A(xzy 1)=1- Ny'(A)=1- Nå Cø) >11- ER min 
(NA(B), №(С)) 
=1- тах( sup min( NA(B), №(С)), sup min 
CENA) BERA) 
(NA(B), NA (C))) 
=1- тах(піп(№ (о), sup № (C)), min( sup, 
NA(B), №(0))) 
>1- мах(М (в), №(0)) =1- maz(N,(A°), 
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N,(A°)) 
= min(1- N,(A°),1- N,(A°)) 
=min(A(z),A(y)). D 

ся ЖАН 是 G 的 一 个 子 群 , G ”= 
G/H|=H| z € G!. f ÆG #| G* Ej — 4 B Bf, ЕТ Е 
(G*)), 规定 

А*Є9:= f (А*)ЕЯУ 
则 由 第 三 章 2.1 引 理 知 С" 上 的 一 个 不 分 明 化 拓扑 , 事实 
в) (<*)=ЖЕ 1 (G*))=3(G)=1; (IHEM A”, В" 
ЕЖС*), TA ПВ) = ХКА" ПВ) = 00А") П 
УВ" )) 2н СА" )), HAS (BB) =min(9" (А *), 
5*(В*));(3)Я{Е А; ЕС”), AE л, (ШШ АД) =" 
СОА) U AIDS HAA CAID = Е (Az). 
ЗАП s" 称 为 G* 上 关于 f 和 了 所 诱导 的 商 拓扑 , СС", ) 为 
(G, 久 的 右 陪 集 空间 . 

2.4 定理 EG, DAPA RAI, H ÆG 的 正规 子 
ВЕ, G" = G/H ÆG 关于 五 的 商 群 .是 G 到 G* 上 的 自然 同 态 ， 
* 是 G* 上 关于 /和 了 9 所 诱导 的 商 拓 扑 , 则 (G* ,入 ) 是 一 个 不 分 
明 化 拓扑 群 , 称 它 为 (G, DARRE. 

证 明 设 N:(z*EG"”) 为 (G* ,9 ) 中 的 邻 域 系 . 往 证 它 
在 (G* ,9 ) 中 (G;) 成 立 . 事实 上 , 由 邻 域 系 的 定义 知 , 对 任何 
A*EAG*) H М: (А*)= sup 7" (В"), НХ TRE 


х ЕВ SA 
义 知 
‚ зар 9" (В*) = _ sup СВ" < sup N, 
r €B SA ` z €B SA r €B SA 
(f (B*)) 
< sup МСА") = МОУ (AY) h z€ f ' 
х €B SA 
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(х*). 
反之 ,对 任何 zeE (хх ) 我 们 有 | 
N,(f£ СА*)) = “sup KBYS sup. В) 


z€BC/ (A) ` "€B SA 
< sup (BH) = зир 3(f | (B*))= зр g" 
хЕВ*СА* r" EBSA“ z" EB TA” 


(B*) 
因此 可 得 N; (А”)= N,(f-1(A*)), 其 中 x€f '(z*). 
另外 ,对 任何 zx*,y* EG k € f (zy j= f !(=z=*)° 
(£ (y*)) 71, z= ху -1 Ah x€ f l(z=*),y€ f” yR 
2, x€ f !(т*),уЄ/" Ку? ), m 

zy l€ р 1(z*)( 7” (у) 1=f (ry 1) 
所 以 对 任何 z*,y* EG fÉ !(z" y" 1)= {zr'y - z€ у! 
(z*),y€ (у), МА, ПН 


МУХА) = М, (f СА) < И; ‚ min ( N, 
су КА”) 
(В), N,(C)) 
< вир. min(N,( B), NOVS sup ， 
в“ С СА" “с СА 


min(N,( f 1(B*)), МСС у 
= зар „тюб (В, МУС Э). 
即 (G3) 成 立 ， L|) 
2.5 定理 设 (G, 劝 为 不 分 明 化 拓扑 群 ,(G TAG, 2) 
的 商 群 , 则 对 任何 G* 的 子 集 A ,有 Е (х*ЕА*)=(Ух)(х 
€f (z=*)>z€ А"). 
证 明 对 任何 ze f (=), 有 
A*(z2')=1-N2M (А?) =1- №, (РСА) =1- № 
((ГКА*))°) = f CA" Xe) 
所 以 有 A (=') =. inf f (A Na). 


ef! (= *) 
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2.6 定理 B(G, NÆRAA, H 是 G 的 子 群 
.G"=G/H=1{HzlzEGl,(G*,7) 是 (G, 梁 的 左 陪 集 空间 ， 
ШЕ 7306,97") 

证 明 ЗЕЕ Т.(С”,9“)1=1, 只 要 证 明 对 任何 z*,A* 
z ECAH 

#“(А*)< sup ши(М,"(В”), .inf „Ny (B*°)) 


в" esG` ) 
事实 上 , HRT (А’)>А>0, 则 对 任何 z€ 广 1(x*), 有 
‚зар , min(N; (в), .(C))>N,, (0А )) = М 


BO ler КА?) 
(£  (A*))>% f 1(A*))=9%" (А”)>А. 
因此 存在 B1、C1E XG), В CTIG Л (А*)Н N; (В) >А, 
N,(C1) >А 我 们 把 BY 看 成 是 所 有 形 如 Hr (<€ Bi) 的 陪 集 所 组 
成 的 集合 ;于 是 
f(HB1)= Br, Ў (Вг) = НВ, № | 
МГ (В )= ,sop 197 (0")= „эр TOTO) 


z ED’ SB xz ED 


- зур. НОР gp, ID) =М,ОВ,)>А. 


同时 , IHEM y”, A*, yEA* EBEA 

N. (В) = Nš, (ОНВ,)*“) = N£, (СНВ!) ) > N, 
((HB.)°) 

ZN,(y (HBi)°)2N,(ci)> A 
其 中 我 们 用 到 关系 式 ay (HB), Е, Ф софу! 
(НВ, )“, Ж iZ (H, В) В ус, П НВ, Z о. 因此 存在 cE€Ci,n 
€ H,b€ B, ус = hb, ММ у= hbc € АВС! (A) 
=һ:НА= ЧА, у‘ ЄА"*,}5 у‘ CA". ТМ. 

因此 ， 

‚зир min (Nz, (B*), inf М,» (В*©)) > min СМ, , 

B EKG ) у EAF 
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(Br ), Е .Ny* (Br °))22. 


定理 得 证 口 
2.7 定理 BCG, ели, Н ЖС 的 正规 子 
群 ,G* = G/H,(G* ,7 ) 为 (G, 外 的 不 分 明 化 商 拓扑 群 ,为 G 
ас" 的 自然 映射 , 则 
EHe€eszse(vx*)X(z*€G*)—>(=xz*€9")) 
证 阴 уз") ("6 67) ETD] if T 
Ор 
= inf F (1) = inf үз 1({х* D= иш Є 


т "єс" х *eG* 
(х*))) 
= inf 3(( Hz)“ ) = ЕСН. xz))= Хн) =S(H)=[H€2]. 
o 


$3 同 态 与 同 构 


3.1 定义 设 0 是 一 类 不 分 明 化 拓扑 群 , 二 元 不 分 明 谓词 
HM, BTE 红 0QxD) 分 别称 为 不 分 明 同 态 ， 不 分 明 开 同 态 和 
不 分 明 同 构 , 定义 为 : | 

НМ(С, 6): =(ЗАРСЕЕ С) № =(Р Ле (О 

HMG, G): =G (f€ 68) Л=( ЛССР Ao(7/))) 

HIGGY: = GALEGO Ло) ЛССР) AD) 

3.2 定理 WG, DN (G ,9) 是 两 个 不 分 明 化 拓扑 群 , 对 任 
何 Ге СС, & 

СР = (Ми) (ЄМ, (и) Е М); 

О.Р = (Мэ) (Є М> FODEN). 

М (Eí (/)erz(/)Ac (7); 
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DFN Noal). 
证 明 (1) 我 们 只 需 证 明 当 GC 是 一 个 同 态 时 , 有 [c 
(f)]=[a(f)]. 
AXN], пЁ, ymin(1, 1-F(u)t Kf l(a))) 
Е E min(1, 1 — N'ou) + МО (ш))) 


ZTE G 

СРТ шї mial, 1-М (u) + NAF Cu))) 

РЯ, ER z = e, BRALI A]. FELN Le 

(/)]. 

WR, ШЕШ “Е С”), A 1- М, (и) + N, 
(u) >A. НЖНЕЯ EG, Є (х7), 有 1- М, (u) + 
М. (Г Ки))=1- N (хи) + N(xf !'(wu))>4. 因 为 /是 同 
态 , 所 以 (еа) = f Кто) Ки) Ци), ММ 

NA(f '(zu))>N,(xz* f !(u)), W 

1-Nye(z'u) + N, (f 1(z'u))21- М (га) + N, (zf! 
(ш))>А 
4 ти = ио, Й1-— N (ао) + N,(f (ио) > А 
因为 G ER, 04 и ВОН СО, uo БОЯ С”), НЮ 

[c(/)]= inf „ао min, 1- Ми) + NAS (и) А. 

É | 

3.3 ЖЕ 设 (G, 沪 是 不 分 明 化 拓扑 群 ， NÆG 的 正规 子 
群 ,G* = G/N, 则 

Е HM (G, С”) 

证 明 因为 

[HM (G, 6) = КЭР УЄ G*G)A z<(/) A (c ( f) АО 
(/)))] 

= sup. тах(0, inf тіп(1,1-7 (А) +90 КА*))) 


уєс*° А-ЄҖС') 
z (р 


— 205 = 


+ inf min(1,1- AB) + 9° (/(B)))— D 
注意 到 (G* TORG, DHAR, 因此 存在 自然 同 态 СС", 
使 得 对 任何 A * T (А) = A *)) ЖА ЕП B, (f 
BY KESB =3(f 1 (B*))=3(NB)230B). Wik 

. inf | min(1, 1 一 9 (A*)+39(/f '(A"))=1 

A EKG ) 

„inf min(1,1- AB) + 3° (/(B)))=1 
АШ HM (G,G*)]=1. O 

3.4 定理 С.) (С.Т), ЛІ 

E НМо(б, G)>( 3N)((N4 G)—HI(G', G/N)). 

证 明 [(3N)((NAG)>HI(G’, G/ N))] = supl HI(G, 
G/N)] 

= sup зиртал:(0,1(701+ OU~] -D 
WRLHM CG, G )]=supmaz (0, [с 01+ [000] 124, W 
存在 同 态 Г: 6—6”, 使 得 [c(CJ)]+ [0(/)] - 124. BD inf min 
(a,1-Z(A)+39(/ '(A))) + „anf min (1, 1-3⁄(B)+ (f 
(В)))-1>А 令 inf min(l, - 7 (А) tIS (А9) а?а 
-e1 61 HEREZ WAE A € С), 有 1-#(A)+3(f ! 
(A))>a -e1 if min(1,1- (B) +7 (/(B)))= >В ез, 
єз 为 任意 正 数 , 则 对 任何 BEAG), 1-78) +7(/0В))) > В 
一 E2. ， 
因为 сес 是 同 态 , 设 K, = N, WJ N ЖС 的 正规 子 群 ， 
4»: С—С/М№= G* 是 自然 同 态 ,9 是 由 9 在 G “中 所 诱导 出 的 
ИНЬ MJ TCA = АА), А" EAG Жу. 
由 群 论 中 的 同 构 定 理 知 , 存在 同 构 上 映射 д: GG", Et h = 
ge 矿 因此 对 于 gEo,N<G 以 及 对 于 A ЕС”), ПН 
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1-7 (A*)+%(g !(A*))=1-3(A (AY) + Z (f 
(h !)XA"))>8- e>. 
所 以 [c(g)]= inf min(1,1-3* (А*) +9 (6 A* D>- 
А 


EXG ) 
Є2. 


由 于 ez 的 任意 性 , ИТД c (g)]2- 0. 5—71, IHE A € SX G°”) 
我 们 有 
1-#(A)+39*(g(A))=1-%(A)+3(A LEg(A))) 
=1-9(А) + КА)) >а-е 
所 以 [cg 0]= iof min(1,1-#(A)+3*(g(A)))>a - 
el. 
由 于 =, 的 任意 性 , 所 以 (c(g -!)] 之 a. 因此 
[ce(g)]+[ (g -!)] -1Z22a2 +8-12>2 
从 而 gup supmaz (0, Le] +L fD] -1 >A. О 


$4 不 分 明 化 拓扑 群 的 积 


4.1 定理 设 1(G,,%):a€ 有 Ai 是 一 族 不 分 明 化 拓扑 群 , 则 
(XseaGs， Xaea 抑 ) 也 是 一 个 不 分 明 化 拓扑 群 . 

证 明 只 需 证 明 对 任何 z, ye ХС. 和 zx E P( ХС), # 
N, '(u)< sup (N,(B).N,(C)). 由 第 二 章 1.1 定义 , 对 任何 
z€ XG, НЕХ XG) A | 

№, (и) = зир i Y= |pi'(V)laEA 
(я). АЖ 以 中 所 有 元 素 的 下 标 集 . 

MS Ny (и) 2А. WEE VE % X Ga) M Ep, ЕВ туг! 
E VECu, 人 t= V, MAIHE a EACH, 7 (У) >A, HF < fJ 
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有 限 性 , 我 们 可 假设 们 Y= РГУ) ПРЕ У) П ПРЕ OVa). 
因此 zy ‘ЕР: (V) MN ПОР; Vi), 且 对 任何 iE 11,2, 7", 
&!, EZV >A ЖЖ zy Є уси, 所 以 对 任何 i€ 11,2,…， 
А, Ж ху; Є V,Cu 其 中 и € P,( u). НА 

sup BAV) >A, N, ui) >À. 


ту, € Уи; 
因为 对 任何 aC А, (G,, 殉 ) 是 不 分 明 化 拓扑 群 ， 所 以 对 任何 iE 
11, 2,'7› Ё | 存在 Bi» Ci» 使 得 xz; € Bi y; Е Cis BC'S u; m H. 
N, (Bi) >å, Ny (Ci) >À» 从 而 又 存在 B'o С, E z, EBS 
В, y E€ CCC, ME 7081) >A, 3l) . 
до = РЕВ Е=1,2, kl, 80 = {Р;!(С')14=1,2, 
m- kh В’ = ПКО, С’ = Nst2, B= Pr (BO ПРВ) NN 
РЕК, C= Pr (CDN P; (C): ПРЕ (Co 因此 

М„\В)= sup sup inf 7,08) 2А. 

хЕВЕВ Эсер 1<і<А 
па) = В. 
№(С)= sup sup inf 9:(C'i) 2А. 


yECEC е 1<;< 
пай) =e 
由 于 ВС = P (B CI П ПРЕ BCE EP Сш) П П 
Ри) Си, А sup min(N,(B). N,(C)) >A. О 
ВС Su 
_ 4.2 定理 WIG, I): a E Ai1 是 一 能 不 分 明 化 拓扑 群 , 对 
Id a € A, Ë N, бу, (G,/ Nas T VEC Gar Ta) ИЛИН, Л] | 
F НК X Gal ЖМ ү Ga/ Na)). 
证 明 因为 Ns 4 G ВР XN. q X Ga 对 任何 <cEA4, 设 自 
Qa` Ga” Gal Na (z, Ta)» 
$: Сб. 7 发 Co/ Ax ( ж > Ха )') 
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则 容易 证 明 №: X Cal Х.М X (Gf Na) 

((Жх,)*— Хх.) 
44 КЛ 

是 一 个 同 构 映射 , 而且 满 足 o р= X pa 因为 i 

[HI( XG,/ X Na X (С./М,))] 
АСА аєА © aCA 

=supmazr(0,[c(/)]+[c(f 91-1) 

我 们 取 fp€o, 则 下 证 [ec(fo)]=[eCfo')]=1. 


事实 上 

[ce(f)]= эр тіп(1,1- (XT)(u) + ( X $, ) * 

«ЄХ ¿A (G /М )) аЄА аЕА 

(f '(u))) 

( x ) (и) = J sup inf sup inf 

У ЕЛИ А)=и АЄА Хех АЗ”) a€ A( 2) 
ИУ 

(VA), 


Hp AD = |р (у) la € А (600). (XR (710и) = 
( X $, 9.) (Ф СУ '(u))) = ( X 5, әсе"! (ш)=(Х%,) 
(Хе; ы: )) 
其 中 = Хи. ,所 以 

ED sup inf sup inf 


€ Ac 9%) (А) 
В?) = Хо Ци"). Ср X 9) аЕ A(2 
КУЛ ГА = X ёл )аЄА(®#') 


f na? = в 
9,009) 
ЖФ 90 = |p 1(Di)|a € А(9(2)) |. ЖЕН 

(XT a) (Г АРХ Xu) 
如 果 ( x OTa) > и, ЙИНЕ = x (G, ИМ, 2), 3 = {ВАЄ 
Al, 目 对 每 一 个 ME 人 ， 存在 А ), 300 = РА") 
la € А (5/^)|, EUZ и, П 50% = BO MR inf inf J 


a 
АЕЛ аЄ AA) 
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(У) > и, ШЕ A € A #l a € ACA Talpa (VEDY 

и. p VPO EDP ERG) W p; DPE Ж 5), A 

д.9 = РР) a € AGA), W| A) = А (4%), АМ 

дос (х3), МНП = П, Pi (DM)= Ap Ра 
аА aE АСА?) 


аЄ A( 2), 
(фа V )). 因为 
РКУ") =и= Хи, исх м) 
аё лед) аЄА Ал м”, 
СХ G) = Хи. ЖС Хр) "ЕАО, 80 
НАСА" «А «А Єл 
(( X фа (У )) ( X G.)= Xe, (на), вр U 
аЄ АС?) аЄ Аб) аА Єх 
n pIE Киа) = X (и) 
aE AA) aCA 
因此 U A 多 = Хра (ua ): 令 n 99) = BV, W U 


АЕ Л дє A?) аЄ Абай?) 


BV = Хофи). 所 以 (X n)” Ки))= su 
FANG (ма) ION Ж, DTD) U в P д 
REA a€A 8 а 
inf sup inf #(D9)2inf inf 9, (фа СУА" )) 
AEA ск х 5) 46 А99) а а ДЕЛЕ) а` га 
па Epa 
= 


и: 

故 [c( =, АТАН с(7 10121, АТЕНЕ. 口 
4.3 定理 设 (G,, I), a E A, (G, DRETH AHF 
FE, WJ 
Е HM(G, X Ga) Y ala € A>HM(G, Go) 
证 明 ”本 定理 只 需 证 明 

sup [с(/)]= Е sup [c(g.)] 


f€ (6, хб а«ЕА z € = б.с) 


Ë ар [c(J)]>4, 则 存在 G 到 发 Go 上 的 同 态 户 使 得 [< 


€ y 
Є (С. Х 


I>A, КЕЕ u ERX, Gah 91-Х) (а) + 8 
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(f 1(u))>4. ga= Р„° fla € A), ВЕ g, АС 到 G, 的 同 态 
映射 ,而 且 对 任意 У, Е9С,), $ V= РАСУ) Є X G,), 有 
Хе У) = PIV = f (V). 
因此 对 任意 a € A, (X I) (У) = ( X Ia) Pa (Vad) >I (Va) 
АЛЯ 1-2, „(К+ VDL- Хар 
(VD >A 即 对 任何 a€ А.Ж зур, Га >, H 
inf su 92908) урд 


aCA g Єт(б, 


反之 ， 车 ipf к „Сс(да) 12А, WIE a EA, FE G 到 Ga 
上 的 同 态 g., 使 得 
inf min(l,1 9. (ua) t Hga (ua))) >A 
因此 ,对 任何 ww € %(G.),1- S. (и) + е Cua)) >A, BF Cuta) 
<1+3(g;!(u))-2 (а) 
容易 证 明 у: G— X Gale Ха (=) G 到 XG 上 的 一 个 同 
态 ,而且 对 任何 a € A, Р, ° f = ga 因为 对 任何 и = X üa EF 
(X Ga) Н Pal Хи.) = u € 9(G,)(a € A), 所 以 gj! (ш) = 
ОРЕ (ху! (ш)). R 3( f (и) = (г! 
ш). 再 由 不 等 式 (1) 我 们 有 
9 (ш)<1+9(е (wu)) -A=1+3(/f и) -А 
现在 对 任何 u EX XG,), Z = ІВ |p) € 9( x XG,), AE Al 
使 得 UU 多 = ,而 且 对 任何 ВО, S ше X 5, 7,), 
AD = {ру (а) | bE BEAL, E A = = BO, RAI 
и), а= ЄВ 
е» а&В 
МПР. (и) = DP; (и). BERR) Хи, = ПР. Ки), 
aC A $ЕВ аЕА аЕА 
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и = 


N = = ` г | : t (А) 
所 以 ( X Ja) Cu) Б р мш шир) 
. ЕЛ | sEBS Ё | 
< sup inf AAAF X400))- 2) 

U в -„ АЄ А аЄА 
АЕЛ 
= sup if(1+3(f AP (и) А) 
U в AEA аЄА ©. 
дел . 
_ : 10 роу 
зур а (Во?) - А) 
¿€ A 
< . -1( рб) уу — 
<1+ sup IYS (B™®))-à 
Єл 
<1+ sup Kf Cu)) -à 
u B® =и 
И АЕЛ 
=1+3(f '(и))-А 
БИК, НЕЙ u ENX Ga) E 1- (XI tA uA, 


Ай, _ inf min(1,1— (X TD + 9( f u) DPA. 


иЄ X G.) 
ЕА 


В с ERa СА. 证 毕 D 


85 连通 群 


5.1 引 理 ВОС, 小 是 不 分 明 化 拓扑 群 , 则 对 任何 A € 多 
(G), 有 

Е Kaera), Е KASIGA). 

证 明 ”由 本 章 1.3 定理 立即 得 到 . 

5.2 定理 设 (G, 引 是 不 分 明 化 拓扑 群 ,eE G 是 单位 元 , 则 

ЕЕ, (№ -—У (ЄС) Л (Ме CN)) 

证 明 Зи, [2.(№)1>А, № 

[I(N)] + iaf I(B) *BSN]- 124. 


则 对 任何 хе G,# e€ zNxz ', H 
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[I(N)] + (Ме > (МЕ !ЄМ)1-1>А, 
因此 , [1(№)] +1- [1(=М№ 1)1+ [МЕ 'S£N]- 1224. 
由 5.1 引 理 知 , [ICzNz 1] = СМ), ВЫ | 

[zNz < М] >, AM inf [zNz "МА. o 

此 定理 说 明 单 位 元 的 连通 区 是 G 的 正规 子 群 . 

5.3 引 理 设 (G, 急 是 不 分 明 化 拓扑 群 ,4AE 红 G), 则 

ЕА, (А) Ас КАТ), ЕА. (A) (z 14) 

证 明 由 5.1 引 理 知 

[2,(А)] = maz(0, [I(A)] + inf [I(B)> BSA] -1) 


= тах (0, [1(А7')] + inf [I(B >B CS 
х ЕВ ` 


. А711-1) 
= [5,-(А7!)] 

РЕА, CA)]= [2 (z 1A)] О 

5.4 引 理 设 (G, 急 是 不 分 明 化 拓扑 群 , G* = G/N, (G, 
外) 是 (G, 习 的 商 群 .f:G 一 G "是 自然 同 态 , 4 "=G", J 

ОКТО КА*))>1(А*) 

证 明 ИЖ ШЕЖЕ ЕСА", 927 |, (Е) = 5 
я чл’ (Г КЕТ). 3 E 

| цд (f! СЕ? )) = o sp , (Н) > 
Hnf (A )=f (Е) 


р sup ХХ (H*))= sup TH)=7 la 
МНЭПУ (a= ЧЕ") НПА? Е" 


ENEZ Tran (f 1(E*)) = 
sup KHN) 


НПА? =Е" 
= sup Н) =“ la (Е*). В 
Н ПА =E 
КА *)]=1- sup, min(F |a (Е), P la 


E* UF* =А”, Е” ПЕ" =0 


sup Н) S 
НПХ (А*)=у ЦЕ”) | 


— 213 — 


(Е*)) 
=1- зир пе ( rran S ETDI 
FIEU EO КА”) 
у ЦЕОПХ ЧЕ о 
|a !СЕ*))) 
=1- эр. пой] л") СЕ), ука (F) = ПСТ 


(4*))1. О | 
5.5 定义 设 y 是 不 分 明 化 拓扑 空间 类 , 一 元 不 分 明 谓词 
TEAD RAIER AZAT ERN, MERX 9): =УхУА 
((ФЕХУЛ(АЕЖХ)) ЛА, (А)>А=|х 1). 
56 定理 ， 设 (G, 纺 是 不 分 明 化 拓扑 群 , 则 
ЕЕС) VAGA6C%X))AkK.(A)>A=1el) 
证 明 由 5.3 引 理 对 任何 АЕ С), EG Я 
[2.(А)—>А={е]] = ГА. СА) = А = 1211= inf [ke (rA) 
АНН inf ГА (А) А 1е11= in inf [k(xA)™ 
АЕЖС) ` АЕЖС)хЕ G 
4121). $ +A = В. 4 A БОЙ AG), B ИЯ ACG), I8 
而 inf [2.(А)—А=е}]= inf 12,08) = В=1211= [k 
АЄ%С) . ВЕЖС) =ЄС 
(G)]. L] 
5.7 定理 设 (G, 梁 是 不 分 明 化 拓扑 群 , N 4 G, G* = G/ 
N, № 
Eke N)>kCG* T) 
证 明 利用 公式 (四 (bcc0))cc0 记 acc6 关 2 四 (acc0) 和 
5.4 引 理 ,有 
[A(G*,7)]= іп. ([k.(A*)ec[A " =1е* 11) 
A €%G ) 
= ла, СА,СА") 10) 
СА te | 
= inf (([I(A *)]@( inf (108 7)918' 
е B 


* 


A Ele") 
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СА" ]))=) 
= inf (ОЛСА "ӘӘ әр 11087919 
ЄВ" ФА 


> ім ([I(A*)] sup [/(В*)]) 
е ЕВ”ЧА“ 


“=|e “之 ш ‘iia 01е" DD 
>ш, бА") 191100) 
>. ы (LICN)J@(LICF СА * ))jcc0)) 

018 (вве) 

=[4.(№1. L] 
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j = TARER 


1971 4 A. Rosenfeld 首先 引入 了 不 分 明子 群 的 概念 ， 从 而 不 
分 明代 数 结构 得 到 了 很 大 的 发 展 ， 不 分 明 化 理论 除了 应 用 于 拓扑 
空间 外 , 还 介 人 代数 理论 。 沈 继 忠 先生 给 出 不 分 明 化 群 的 概念 , 从 
一 个 新 的 方向 发 展 了 不 分 明代 数 结构 。 这 项 工作 刚刚 开始 。 为 了 
使 读者 能 更 好 地 了 解 不 分 明 化 理论 ， 我 们 给 出 此 篇 附录 。 

с) Ак G ЖАН, ЖОР G 是 任意 一 个 群 。 


$1 ЖА 


1.1 定义 ИСА ЛЕС). Ф 
21(А):= (Ухж)(Му)((хЕА) Л 
(y € А) — (zy € A)); 
ИА): = (Vz)((z € A) > (z! € А)) 
一 元 不 分 明 谓词 gsg€ HAHG)) 分 别称 为 不 分 明 化 子 群 和 强 不 分 
明 化 子 群 ,定义 为 
g(A):= gA) Л 22(А); 
sg(A):= в (А) А=2(А) 
1.22 ХИЕЖАЕЖС), 
(a = А7!) = (2(4)+ 83(А)) 
其 中 x€A l: =x EA, Rga(A):=(Vx)(Vy)((x€A)A 
(ЕЕА)—>(ху 'ЕА)) 
证 [g3(A) — g2(A)] 
=min(1.1 — [g3(A)]+ [g.(A)]) 
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=min(1.1 — inf min(1. 1- ши(А(х), А(у) + A(zy_1)) 
+ infmin(1.1 — A(z) + А(х^!))) | 
> (1.1 — inf min(1. 1- min( A(z), А(е)) + А(х)) 
+ infmin(1.1- A(z) + А(х')) 
= inÍmin(1.1 — А(х) + A !(x)) 
ЄС ` 
=[АСА”!]>[А=А”!] 
[2з(А) — g (A)] 
=min(1.1 — [gs(4)]+ [#1(А)]) 
= min(1.1 — inf min(1.1 — min(1.1 — min(A (x). A(y)) + 
А(ху!)) + inf min(1. 1 — min(A(x).A(y)) + А(ху))) 
=min(1.1 — inf тіп(1. 1- min(A(z).A(y !)) + А(=ху)) 
+ inf min(1. 1- min(A(x). A(y) + A(zy))) 
> inf min(1.1 — Абу!) + А(у)) 
= inf min(1. 1 一 Ау) + A(y)) 


= [АС А]>[А = А^!] 
因此 , [g3(A) — g (A) A g2(A)] = min([g;(A) > в1(А)]. 
[ез(А) > в(А)1) >[А=А”!]; 
反之 , 同上 所 证 ,可 得 [gl(4A) Agl Agl) lg(a) ge 
(A)]>[ASA ` !]>[A=A `!]; 
ТЫ, [#(А) + 2з(А)] = шіп([а: (А) Л в2(А)—вз(А)], Гез 
(А): (А) Л в2(А)])>[А=А”']5 0 
1.3 定理 ХНА ЕЖС), OCA) = 
(УА) ЕЛ) => (А) > &СП, А») 
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证 [gi( Г, A,)] 

= „inf min(1. 1- min(( f), A,)(x>). СП, A (y) + (0,235) 
= _inf (1. 1- min( inf A, (x). iof А,(у)) + inf A,(zy)) 

> inf min(1.1— inf min( A, (2). Аа(у)) + inf А,(ху)) 

=> inf, inf min(1.1 — min( A) (х). Ад(у) + A (42) 

= inf LA)] 

同样 可 得 到 [sz(， A А,)] > inf [2,(А,)] 


因此 ， [gl n А,)] =min([gi( П А, )], [sz(， П AD) 
min( inf [2.(А4) 1, inf [аА 
> inf (А A А 

1.4 定理 对 任意 AEHG) 


Е р(А) (А == A`!) 


证 对 任意 x € G,[sgz(4)] < шш(1.1- Alr) + А(х7!) 
№ [=2(А)] < min(1.1 ~ Alx") + А(2)), ВЖ, 
[22(А)] <min( inf min(1. 1- Alx) + A '(z)). infmin 


(1.1 — A М(х) + А(х)) 
>min([A S АТАСА 
= [А = А71] 
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反之 ， [22(А)] = inf min(1. 1- А(х) + Alx!) 
= inf min(1. t- A(z)+ A (=х)) 


=[A А! 
>А=А"!] 
因此 , [gz(4)] = [A= А47] О 
1.5 ЖЖ W ACSZ(G), e E G 的 单位 元 , 则 
Essg(A)— (Ух) (х € A)— (e € A)) 


证 [gs(4)] = inf min(1. 1- min(A(z).(A(y)) + А(ху ')) 
< inf min(1. 1- A(z)+ A(e)) 


=[(Vxz).(= € A) — (e € A))] 
H 1.2 定理 和 1.4 定理 ， 
[a Dz € A) (е € А2 КА) CA) 
>[A =A] = [g.(A)] 
因此 ， 
[(Yz)(zeE A) — (e € А))] > [в(А)] ® [g.(A)] = 
[g1(A) Ав2(А)] = [sg(A)] 0 | 


1.6 EBE НАЕЖС).ВЕЖК),!. G>K 是 一 个 满 同 态 ， 
JJ ` 

1. Ке(А)— g(/(A)) 

2.ł=g(B)>g( fF 1(B)) 
证 1.[g,(/(A))] = inf min(1.1 — min( УСА) (=). УСА) 


(W)) + f(A)(zw)) 
= „inf „mC. 1 — min( sup Ala). Е Вы ар 


z€ f ту (z) 
yer Кет 
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A(ay)) 
> inf inf min(1.1 — minl A(z). Aly) + A(zy)) 


= inf min(1. 1 — min(A(z). A(y) + A(zy)) 
一 [g1(A)] 


[g2(f(A))] = inf min(1.1 — f(A)(z) + f(A)(z ')) 


= infmin(1.1 — sup А(х) + А(=х7!)) 
z€ K, z: —1 -1 


sup 
О z€ f le) тлер) (fly! 
>ы inf min(1.1 — Alz) + А(=7!) 


#ЄК єє) 
= [22(А)] 
因此 , [e(/(A))12 [g(A)] 
2. [а (ВУ = inf min(1.1 — min( f !(B)(z). f (B) 
(у)) +. (B)(zy)) f : 
= inf min(1. 1 — min(B( /(>z)). B(/(x))) + B(/(zy))) 
= inf min(1.1 _ min( B( z). B(w)) + B(zzo)) 


= [210В)] 
其 中 f(z) = =. f(y) = w ‚Н flay) = f(z)f(y) = zw 
同样 可 得 到 [gz( 广 !(B))] = [gz(B)] .因此 [g( 广 (B))] = 
[g(B)] 0. | 


$2 ЖАЯКЕЯЖТЯ 


2.1 定 义 BAEKG), $ 
g4(A): = (Ух) (Уу) ((z= € A) — (уху € A)) 
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一 元 不 分 明 谓词 ng.sng€ С) ERARA ERT BE fil 
强 不 分 明 化 正规 子 群 ,定义 为 
ng(A): = g (A) A 22(А) Л 24(А). 
sng(A): = g1(A) Agz(4) А в4(А) 
2.2 定理 #АЕЖС), # 
ЕСА): = (Үл)(Уу)((х Є А) (ау! € А) 
E gA): = (V z)( V y)((zy € А) (уг Е А) 
则 Ккш„(А)ед{(А)) ¿= 1.2 
证 ; 7 = 18, 
[24(А)] = inf min(1.1 — A(z) + А0251) 
> inf min(min(1. 1- A(z) + А(ужу 1)).min(1.1 — 


А(уху !) + A(z))) 
= [2{0(А)]. 
反之 , МЕЖ x.y€ G, 有 
[2«(А)] < min(1.1 — Alx) + А(ужу 1) 
K . : . 
[24(А)1 <min(1.1 — A(yry 1) + А(у (уку !)у)) 
=min(1.1 — А(уху 1) + A(z)) 
因此 , 对 任意 z. y € С, О. 
[24(4)1< (= € А) (уху! € A)] 
从 而 | | 
[g.(A)] < int [(z € А)= бшу! € A)] = [g (A)] 
£ =2 时 2 
[ga(A)] = inf [C € А) (yry € A)] 
= inf [Су А) (у= € A)] 
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` =[g;(A)] 
Еф ху! == Oo 
2.3 定义 ЖЕЖ АЕЖС), АЕ С, ЖИ aA(Aa) ЕС). 
т € аА: = ( 3x)((z € А) Л (аз = х)) 
(z € Аа: = (3=)((= Е А) Л (xa = х))) 
则 аА(Аа)Ж A # G 中 的 不 分 明 化 左 ( 右 ) 陪 集 。 
2.4 定 理 ХНЕЖАЕЖС) 
Esg,(A)=( V х)(хА = Ах) 


证 (У z)XzA = Ах)] = inf [zA = Az] 
= inf inf (1 一 АС — А 


кебу 
= ш (1 - |A(z ly) - Абук |) 
=[24(А)] L| 
2.5 ЕШ 设 AER8G) 是 一 个 正规 不 分 明 集 , 则 . 
Е-5р(А) A(gz(A) A (А) > (Ух) (Уу) (ху Є А (xA 
= yA) 
证 ХЖ x.y.z€ G, Я 
Кау Є А) 一 (х1: € A)— (у! Є А))] 
= Ку € А) Alr™z Є А)1 < [ytz Є А] 
> Ку! € А) Л (х= Є A)] < [у= Є A] 
> Кху! Є А) Л (z= z Є A)| œ [g (A) A((y!z= € A)A 
(х= € A))] 
> [(zy € А) Л (zz € A)] о [21(А) A((g (A) А 
(zy l € А)) A (z 'z € A))] 
> [21(А) А =4(А)] 
同样 有 ， 
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[(zy E€ А) = ((y lz € A)— (х= € A))] 
> [g,(A) Ав2(А) Ав4(А) 
因此 ， 
(У 2) (Уу) (ху € А) — (ХА = yA))] 
= [sg(A) Ag4(4)] 
另 一 方面 ,由 1.5 定理 和 A 的 正规 性 ,得 
[CY z)XV у)((хА = yA) > (ху € A))] 
= inf min(1.1 — inf(1 — |zA(z)- yA(z)|+ А(жу ')) 
х.уес ЄС 
= inf тіп(1.1- inf(1- |A(z ` !z)- Aly !'z)|) + А(лу !)) 
x.y€ G yEG 


inf supmin(1.1 — (1 — |A(z !z)- А(у lz)|) + А(2у7!)) 
€G =Еб 


> 
> inf max(supmin(1.1 — min(1.1 — А(х |=) + да) + 
х.УЕС ЕС 

A(xy™)). supmin(1.1 — тіп(1.1- А(у =) + А(х7!=)) + 


А(жу')))) 
inf тах(ѕиртах(0. A(z lz) + min(1.1 — А(у =) + А 
r.y€ G z€ G Ў . 


V 


(zy '))— 1). supmax(0. A(y z) + min(1.1 ~ A(z`!z) + 


4CorD) - D) | | 
=> inf max(max(0. А (e) + min(1.1 — Aly z) + A(x 1 у)) 


— 1).max(0. А(е) + min(1.1 — А(л^!у) + А(ху!)) - 1)) 
之 тах(тах(0. supmin(1. 1- А(=х) + A(e)) + inf min(1. 1 


- A(y iz) + А(х^!у)) = 1). max(0. supmin(1. 1 - A(z) 
+ А(е)) + inf min(1. 1- A(z ly) + A(zy 1 — 1)) 


> max([sg(A) А 2:(А)1. (58А) А((Үл)(У yry € A) 


== 223: — 


— (g (A) А 22(А) А(х7'у Є A)))]) 


因此 , (Ух) (Уу) ((хА = Ах) > (ху! € А))] 
> max([sg(A) А #2(А)1. [sg(A) А =4(А) Ag2(A)]) . 
= [sg(A) Ag:(A)] 


所 以 ， [(Yz)(Yy)Cz E А)е(хА = yA))] 

> min([sg(A) АС А)]:Їэв(А) Asgz(A)]) 

- > [sg(A) Ав2(А) Л ga(A))] L| 
2.6 28 в AC30G).B€ (К), Н f: G—>K 是 一 个 满 同 
£, W 


— 


1.E=ng( A) > ng(/(A)) 
2.Fng(B)eng( 广 (有 B)) 
证 BARIER | 
1.2 (A) > g (/(A)) 
дав) ва ГВ») 
它们 的 证 明 完全 类 似 于 1.6 定理 。 D) 
2.7 定理 ЖАЕЖС). «ЕК, Н f:G>K 是 一 个 满 同 态 , 则 
Hile) = A) > ng(A) 


ELF (O = A] = и (1- | f !'(e)(z) - A(z)|) 
= min( ш A(z). inf - (1 — А(2))) 
&f (е) 


z€ e) zf le 
< min( inf 
=i 

IES le 


min(1.1- A(x!) + А(х)). inf min(1.1. 
(е) : r& f e) 


€ 
-A(z)+A(r))) 
= inf min(1.1 — Alz) + А(х7))) = [g2(A)] 
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[f (е) = A] = min( inf Абл). inf G- А(=)) 


r€ f 10е) r&r (е) 
= min( ім A(xy). inf (1 — А(=х))) 
2.56 6 х& fe 
DEF 1(e) 
< min( inf min(1.1 一 min(A(z). А(у)) + A(xy)). inf 
Ef е) zayf le) 


(1- minl Alz). ACy)))) 


< min( inf min(1.1 — min( A(x). A(y)) + А(ху)). inf 
z€ f е ) губ (е) 


min(1.1 — minl A(z). A(y) + A(zy))) 
= inf min(1. 1- min(A(zx). A(y)) + А(ху)) 


一 [g1(A)] 


[1 '(e) = A] = min( inf A(z). A(x). Ж (1= A(z))) 
Ер ef’ (e) (e) 


< min( af, тіп(1.1-.А(=х) + АСуху 5), ЕА тіп 
жу ЕЙ б) жу Ef (е) 
(1.1- A(x) + А(уху!))) 
= inf min(1. 1- А(х) t А(уху7!)) 
= [24(А)] 
因此 有 
[F Е E [g2(A)], [24(А)]) 
= [ng(A)] O 
28 ЖХ НА, ВЕЖС), | ABC 2(G)#F28 AM B 的 不 
分 明 积 , 定义 为 | м 
е Е АВ:= (3х)(Зу)((х = zy) Л (хЕА) Л (y € B)) 
2.9 定理 ХНЕЖАЕЖС) 
| (А) (ДА СА) Л (АСА) 
| 211225. == 


证 [gt(4)] = _inf min(1. 1- min(A(z). A(y)) + A(zy)) 
= inf infmin(1. 1- min(A(z).A(y)) + A(z)) 
= infmin(1: 1- supmin( A (z). А(у) + A(z)) 
= infmin(1. 1- ААС) + A(z)) 
= [AA СА] 


[g2(A)] = infmin(1.1 — Аба!) + A(2)) | 
= inf min(1.1 — А-х) + А(х)) 
= [АСА] 


因而 , 有 
[g(A)] = [g1(A) A gz(4)] = КДА СА) Л (A! SA)] О 


“2.10 定 理 XER AC (G) 
Ecg,(A) > (V В)(АВ = BA) 


证 由 于 supmin(B(z).A(y)) = sgpmin(B(z)- A(z =) 
> supmin( B(z). [ga(A) A (277 € ADD 
> sup[ 84(A) Amin( Blz). A(zr '))) 
= [ga(A) А supmin(A (zz!) B(z))] 
= [24(А) А supmin( А (у). B(z))] 
= [z.(A) Aspmin(A(2).B(2))] 
所 以 ,有 | 


inf i inf min(1. 1- supmin( A(z). B(y) + + sopmin(B(z) 
B 
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.А(у))) 
> inf infmin(1.1 — supmin( A(x). В(у)) + [24(А) А sup 
ЯС) z€ G zy€ G ху= = 


minl A(z). B(x))]) 
> ві inf [ga(A)] 


EKG) z€ G 
= [24(А)] 
同样 
inf infmin(1.1 — supmin( B(x). А(у)) + supmin 
ERG) z€ G = = === 
(4(z). B(y))) 
> [24(А)] 


Aik, [(УВ)САВ = BA)] 


= inf inf (1 一 | supmin( A (z), В(у)) - supmin 
BERG) = 


(В(=).А(у)) ) 
> [24(А) Л 24(А)] 
= [24(4)] O 
2.11 定理  ХМЕЖАВЕЖС) 
Fng(4) Л ng(B) — ng( AB) 


证 [(4B)2S АВ] = infmin(1.1 — АВАВ(х) + АВ(х)) 
= infmin(1.1 — sup min(A(a).B(5).A(c).B(d)) + 
r€ G акй = х 


ѕиртіп(А(и).В(о))) 


= inf min(1. 1 – sup supmin(min(A(a).A(c)).min 
x Pos ио= т 


(B(b).B(d))) + supmin( A(u)\B(v))) 
= infmin(1.1 _ sup min( supmin( A (a), A(c)), supmin 
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(B(b).B(d))) + supmin( А (и). В(о))) 

> > inf inf: min(min(1.1 — supmin(A (a). А(с)) + A(u)).、 
min(1. 1- supmin( ВС). B(d)) + В(о))) 

=> Z inf jinf min(min(1.1 — вир! ши(А(а).А(с)) + А 
5) вна. 1- sup min(B(0). .B(d) + B(bd))) 

>ш inf minl lg (A) hlg (BD 

= min([z (A) [а (ВО 

同样 , 有 
(АВ)! © AB] > min([g2(A)1. [gz(B)]) 


”最 后 ， 
[ga(AB)] = К ма. 1 - (АВ)(х) + (АВ)Сужу ')) 


= ишн. 1 supmin( AC). В(#)) + „ар. min(A(u). 


В(и))) 

= аі, min(1.1 一 supmin( А (s). ВС) + sp sup min 

= 

(AG). B(v))) | 

=> inf min(1. 1- supmin( A(s). В(:)) + supmin( Sop, 
х.уЄ 
А(и). sup В(о))) 

s= yy 

= inf, inf min(1. 1- min(A(s). B(t)) + minl А( жу '). 
Byty !))) | 

> inf inf min(min(1.1 — A(s) + АБУ. гу). min(1.1 — 


х.УЕС я=х 
5 ЕС 


BG) + В(му !))) 
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= inf min( inf min(1.1 — A(s) + A(ysy '). inf тіп(1.1. 
r.y€ G s.y€ G r.y€ G 


— B(t) + B(yxy !) 
= „nf min([g,(A)]. [24(В)]) 
= min([g4(4).[g4(B)]) 
因此 ， 
[ng(AB)] = min([gi(4B)]、[gz(4B)]、[g4(AB)]) 
= min([(AB) < AB], [(AB)' < AB] [g,(AB)]) 
> min([g I (A)].[g,(B)].[g,(A)].[g,(B)].[g,(A)1. 
[gs(B)]) — 
= min([ng(A)].[ng(B)]) O 


$3 同 态 基本 定理 


3.1 定 义 设 NdG,A € %G),H € KN), ЩА/НЕ 
KG/H) 称 为 G 关于 正规 子 群 N 的 不 分 明 化 商 集 , 定义 为 
zN € A/H: = (3a)((a Е zN) > (a € A) A (< € aH)) 
3.2 定理 j A/H € Z(G/N) 是 G 的 一 个 不 分 明 化 商 集 ， 
则 
Ея(А) Л (sng(H) Ав4(Н)) > g(A/H). 


证 [g (A/H)] 
= inf min(1.1 — min(A/H)(zN).(A/H)(yN)) + 


(A/H)(zyN)) | 
= inf min(1.1 ~ min( supmin(A(a).H(a 1zx))., зар пит 
r.y€ G аЕ № Е М 

CAC) Hb ™y))) + Sup min( А(с).Н(с”'ху))) 
— 229 — 


>Ш zh f min(1. 1 — min( Ala) A(b) Hla r) H 17)) 


т.уЄС a€ 
bE 


к mint A (ab), H(b`la !zy)) 
=> inf ir inf f min(1. 1 = min(min(1.1 一 min(A(a).A(5) + 


266 EN 
A(ab)).min(H(a nz) Hb 1y))) + НО a` 1 у) 
> inf min(1.1 — min([gi (A) 1. _min(H(a !z).H(P 'y))) + 


тах(0.1240Н)1 + Н(а ху" — 1)) 
> inf min(1. 1 — min([zi(A)] minl Hlaz) Hb 1y)) + 


[а4«(Н) A= (H) A((arizE H)A (b l€ H))]) 
=> К тт. 1- min([g i (A)]. min(H(a !z).H(b`” 1у))) + 


«СН Ав4(Н) Ав:(Н) Alar ЕН) A (№'ЕН))] 
= inf min([g1(A)]、 [g (H) Az (H) Ag (H)]) 


= min([gi(A)].[ g (H) Ag (H) Ag (НТ 
同样 ， 
[gs(A/H)] > min([g2(A)l\[ ga H) A g2(H)1) 
因此 ， | 
[2(А/Н)] =min([gi(A/H)].[g>(A/H)]) 
>min(lg (A) hig (H) А в4(Н) Ағ1(Н)1. 
[gx (A)].[g (H) А #2(Н)]) 
2—min([g(A)].Lsng( H) Ag HD O 
3.3 定 义 WA € Z(G),e € K, f: G — K 是 同 态 映 射 ， 则 
уд!) € KG) 称 为 同 态 了 关于 4 的 不 分 明 化 核 , 若 对 任意 z € 
G, 
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Alx), <€ (е) 
(FLCe))(z) = Аб) r€ бе 


其 它 
3.4 定理 СК 是 一 同 态 映 射 ， 则 对 任意 AC (G), 
Feg(A) — ng( д (e)) 


[g.( ZA (e))] 
= inf min(1. 1- minl (fa (е)) (zx) (РА (e))(y)) + 


(Уд (е))(ху)) 
inf min(1. 1- min (A(z).A(y)) + A(zy)) 


[2;(А)] 


[g2( fa'(e))] 
= inf min(1. 1 — fa (е)(х) + Ғе) (=х71)) 
= infmin(1.1 — А(х) + А(х71)) 
r€ G 
[22(А)] 


Lefa (е))] 
= inf min(1.1 — fa (e)lr) + fale) yzy !)) 


= inf min(1.1- A(z) + Alyy ')) 


-1 
ZEZ 09 
= inf min(1.1- А(х) + inf (ау 1)) 
тє Це) IEG 
= max( inf min(1.1 — A(x) + infA (уху). inf min 
r€ f Це) x€ G z€ е) 


(1.1 — A(z) + infA(yzy !) 
yEG 
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>> max(min(1. 1 一 sup А(х) + inf A 1)) min 
z€ f (e) z€ 


а. 1- sup Аба) +. А, Або 1 
z€ f (e) 


= min(1.1 — min( sup Аг), ER, А(=)) + inf AG. 9) 
= 


x€ f (e) 


=> inf min(l.1 = аА ВС) +. inf Аб 5) 
| s£ 


х. z€ f Це) 


=> inf min(1.1 — min(A(z).A(2)) + С АС(хг)) 
r.z€ f° lea) KO) 
=> inf, min(1.1 — minl A(z) A(y)) + Лы Асе) 
“ж z€ f 10е ) 
之 _inf min(1 1- min(A(z)、 4A(z)) + A(xz)) 
= [gi1CA)] у 
其 中 S = y (2) у. As) = е. f(zz) = e ,因此 ， 
[ng( ГА (е))] 
> min([gi(4A)]、 [gz(4)]、 Le(A))) 
= тїш({р{(А)1Їд2( А) 1) 
= [g(A)] О 


3.5 定理 ( 同 态 基本 定理 ) — 设 /:G 一 K 是 一 满 同 态 , A € 
AG)He € K , WJ 
Е52(А4) = (IA € Ке EY) > (В(А/ УА (е”)) = f(A))) 
证 WER le) € G/f (е), % 令 h(zrf ((е’)) = f(x) 


= y ‚Ж 
[А(А/ fa Се”) == /(A)] 
= ша - | sup (А/ Р е')) xf eD - ар Аб) |) 


hlaf 10е))= f(z)= у 
> > inf inf (1 — |supmin( A (а) Ре") (а=) — Alz) |) 


fr)=y 
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inf inf (1- | sup min(A(a).A(a 1z)) - А(х) |) 
~ Ка) = ў) 


УЕК Ќх)= y 


— inf inf min(min(1.1- sup шыКА(а).А(а'х)) 
Ка) = f(x) 


y€ K f(z)= y 


+ A(z)).min(1.1 - A(x) + р sup minl Ala) Ala 7)))) 


V 


inf inf min( РЕ min(1.1— min(A(a).A(a x)) 


yEK /(z)= y 
+ А(х)))„ miai, 1- А(х) + minl Alr) A(e)))) 


> inf inf min( ， inf min(1.1 — min(A(a).A(a 1z)) + [gi 
yEK f(z)= у f) 


(A) A((a € А) Л (ах € A))].min(1.1—- А(х) + А(е))) 
> inf inf min([gi(A)].[sg(A)1) 


y€ K f(z)= у 

= [sg(4)] 

其 中 min(1.1- A(z)+ A(e)) 之 [sge(A)] 是 据 1.5 定理 的 结论 
Пе 
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